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第一章 热力学的基本规律

1.1 试求理想气体的体胀系数α ,压强系数 β 和等温压缩系数κΤ。

解：已知理想气体的物态方程为

,pV nRT= （1）

由此易得

1 1 ,
p

V nR
V T pV T

α
∂⎛ ⎞= = =⎜ ⎟∂⎝ ⎠

（2）

1 1 ,
V

p nR
p T pV T

β
∂⎛ ⎞= = =⎜ ⎟∂⎝ ⎠

（3）

2

1 1 1 .T
T

V nRT
V p V p p

κ
⎛ ⎞ ⎛ ⎞∂ ⎛ ⎞= − = − − =⎜ ⎟ ⎜ ⎟⎜ ⎟∂ ⎝ ⎠⎝ ⎠ ⎝ ⎠

（4）

1.2 证明任何一种具有两个独立参量 ,T p的物质，其物态方程可由实验测

得的体胀系数α 及等温压缩系数κΤ，根据下述积分求得：

( )ln TV = αdT κ dp−∫

如果
1 1, TT p

α κ= = ，试求物态方程。

解：以 ,T p为自变量，物质的物态方程为

( ), ,V V T p=

其全微分为

.
p T

V VdV dT dp
T p

⎛ ⎞∂ ∂⎛ ⎞= + ⎜ ⎟⎜ ⎟∂ ∂⎝ ⎠ ⎝ ⎠
（1）

全式除以V ，有

1 1 .
p T

dV V VdT dp
V V T V p

⎛ ⎞∂ ∂⎛ ⎞= + ⎜ ⎟⎜ ⎟∂ ∂⎝ ⎠ ⎝ ⎠

根据体胀系数α 和等温压缩系数 Tκ 的定义，可将上式改写为
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.T
dV dT dp
V

α κ= − （2）

上式是以 ,T p为自变量的完整微分，沿一任意的积分路线积分，有

( )ln .TV dT dpα κ= −∫ （3）

若
1 1, TT p

α κ= = ，式（3）可表为

1 1ln .V dT dp
T p
⎛ ⎞

= −⎜ ⎟
⎝ ⎠
∫ （4）

选择图示的积分路线，从 0 0( , )T p 积分到 ( )0,T p ，再积分到（ ,T p），相应地体

积由 0V 最终变到V ，有

0 0 0

ln =ln ln ,V T p
V T p

−

即

0 0

0

p VpV C
T T

= = （常量），

或

.pV CT= （5）

式（5）就是由所给
1 1, TT p

α κ= = 求得的物态方程。 确定常量 C 需要进一步的

实验数据。
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1.3 在 0 C� 和 1 np 下，测得一铜块的体胀系数和等温压缩系数分别为
5 1 7 14.85 10 K 7.8 10 .npα κ− − − −= × = ×T和 Tα κ和 可近似看作常量，今使铜块加热至10 C� 。

问：

（a）压强要增加多少 np 才能使铜块的体积维持不变？（b）若压强增加

100 np ，铜块的体积改变多少？

 解：（a）根据 1.2 题式（2），有

.T
dV dT dp
V

α κ= − （1）

上式给出，在邻近的两个平衡态，系统的体积差dV ，温度差 dT 和压强差dp之

间的关系。如果系统的体积不变，dp与 dT 的关系为

.
T

dp dTα
κ

= （2）

在α 和 Tκ 可以看作常量的情形下，将式（2）积分可得

( )2 1 2 1 .
T

p p T Tα
κ

− = − （3）

将式（2）积分得到式（3）首先意味着，经准静态等容过程后，系统在初态

和终态的压强差和温度差满足式（3）。 但是应当强调，只要初态 ( )1,V T 和终

态 ( )2,V T 是平衡态，两态间的压强差和温度差就满足式（3）。 这是因为，平

衡状态的状态参量给定后，状态函数就具有确定值，与系统到达该状态的历

史无关。 本题讨论的铜块加热的实际过程一般不会是准静态过程。 在加热

过程中，铜块各处的温度可以不等，铜块与热源可以存在温差等等，但是只

要铜块的初态和终态是平衡态，两态的压强和温度差就满足式（3）。

将所给数据代入，可得

5

2 1 7

4.85 10 10 622 .
7.8 10 np p p

−

−

×
− = × =

×

因此，将铜块由0 C� 加热到10 C� ，要使铜块体积保持不变，压强要增强622 np

（b）1.2 题式（4）可改写为

( ) ( )2 1 2 1
1

.T
V T T p p

V
α κ

∆
= − − − （4）

将所给数据代入，有
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5 7

1
4

4.85 10 10 7.8 10 100

4.07 10 .

V
V

− −

−

∆
= × × − × ×

= ×

因此，将铜块由 0 C� 加热至10 C� ，压强由1 np 增加100 np ，铜块体积将增加原体

积的 44.07 10−× 倍。

1.4 简单固体和液体的体胀系数α 和等温压缩系数 Tκ 数值都很小，在一

定温度范围内可以把α 和 Tκ 看作常量. 试证明简单固体和液体的物态方程可

近似为

( ) ( )0 0 0( , ) , 0 1 .TV T p V T T T pα κ= + − −⎡ ⎤⎣ ⎦
解: 以 ,T p为状态参量，物质的物态方程为

( ), .V V T p=

根据习题 1.2 式（2），有

.T
dV dT dp
V

α κ= − （1）

将上式沿习题 1.2 图所示的路线求线积分，在α 和 Tκ 可以看作常量的情形下，

有

( ) ( )0 0
0

ln ,T
V T T p p
V

α κ= − − − （2）

或

( ) ( ) ( ) ( )0 0
0 0, , .TT T p pV T p V T p eα κ− − −= （3）

考虑到α 和 Tκ 的数值很小，将指数函数展开，准确到α 和 Tκ 的线性项，有

( ) ( ) ( ) ( )0 0 0 0, , 1 .TV T p V T p T T p pα κ= + − − −⎡ ⎤⎣ ⎦ （4）

如果取 0 0p = ，即有

( ) ( ) ( )0 0, , 0 1 .TV T p V T T T pα κ= + − −⎡ ⎤⎣ ⎦ （5）

1.5 描述金属丝的几何参量是长度L，力学参量是张力 J，物态方程是

( ), , 0f J L T =

实验通常在 1 np 下进行，其体积变化可以忽略。

线胀系数定义为
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1

J

L
L T

α
∂⎛ ⎞= ⎜ ⎟∂⎝ ⎠

等温杨氏模量定义为

T

L JY
A L

∂⎛ ⎞= ⎜ ⎟∂⎝ ⎠

其中 A是金属丝的截面积，一般来说，α 和Y 是 T 的函数，对 J 仅有微弱

的依赖关系，如果温度变化范围不大，可以看作常量，假设金属丝两端固定。

试证明，当温度由 1Τ 降至 2Τ 时，其张力的增加为

( )2 1J YA T Tα∆ = − −

解：由物态方程

( ), , 0f J L T = （1）

知偏导数间存在以下关系：

1.
J L T

L T J
T J L
∂ ∂ ∂⎛ ⎞ ⎛ ⎞ ⎛ ⎞ = −⎜ ⎟ ⎜ ⎟ ⎜ ⎟∂ ∂ ∂⎝ ⎠ ⎝ ⎠ ⎝ ⎠

（2）

所以，有

.

L J T

J L J
T T L

AL Y
L

AY

α

α

∂ ∂ ∂⎛ ⎞ ⎛ ⎞ ⎛ ⎞= −⎜ ⎟ ⎜ ⎟ ⎜ ⎟∂ ∂ ∂⎝ ⎠ ⎝ ⎠ ⎝ ⎠

= − ⋅

= −

（3）

积分得

( )2 1 .J YA T Tα∆ = − − （4）

与 1.3 题类似，上述结果不限于保持金属丝长度不变的准静态冷却过程，只

要金属丝的初态是平衡态，两态的张力差

( ) ( )2 1, ,J J L T J L T∆ = −

就满足式（4），与经历的过程无关。

1.6 一理想弹性线的物态方程为

2
0
2

0

,LLJ bT
L L

⎛ ⎞
= −⎜ ⎟

⎝ ⎠
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其中 L是长度， 0L 是张力 J 为零时的 L 值，它只是温度 T 的函数，b 是常量. 试

证明：

（a）等温扬氏模量为

2
0
2

0

2 .LbT LY
A L L
⎛ ⎞

= +⎜ ⎟
⎝ ⎠

在张力为零时， 0
3 .bTY

A
= 其中 A 是弹性线的截面面积。

（b）线胀系数为
3

3
0

0 3

3
0

1
1 ,

2

L
L
LT
L

α α
−

= −
+

其中 0
0

0

1 .dL
L dT

α =

（c）上述物态方程适用于橡皮带，设 3 1300K, 1.33 10 N K ,T b − −= = × ⋅

6 2 4 1
01 10 m , 5 10 KA α− − −= × = × ，试计算当

0

L
L
分别为0.5, 1.0, 1.5和2.0时的 , ,J Y α值，

并画出 , ,J Y α对
0

L
L
的曲线.

解:（a）根据题设，理想弹性物质的物态方程为

2
0
2

0

,LLJ bT
L L

⎛ ⎞
= −⎜ ⎟

⎝ ⎠
（1）

由此可得等温杨氏模量为

2 2
0 0
2 2

0 0

2 21 .
T

L LL J L bT LY bT
A L A L L A L L

⎛ ⎞ ⎛ ⎞∂⎛ ⎞= = + = +⎜ ⎟ ⎜ ⎟⎜ ⎟∂⎝ ⎠ ⎝ ⎠ ⎝ ⎠
（2）

张力为零时， 0 0
3, .bTL L Y

A
= =

（b）线胀系数的定义为

1 .
J

L
L T

α
∂⎛ ⎞= ⎜ ⎟∂⎝ ⎠

由链式关系知
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1 ,
L T

J L
L T J

α
∂ ∂⎛ ⎞ ⎛ ⎞= − ⎜ ⎟ ⎜ ⎟∂ ∂⎝ ⎠ ⎝ ⎠

（3）

而
2
0 0 0
2 2 2

0 0

2
0
3

0

2 ,

21 ,

L

T

L L dLJ L Lb bT
T L L L L dT

LJ bT
L L L

⎛ ⎞ ⎛ ⎞∂⎛ ⎞ = − + − −⎜ ⎟ ⎜ ⎟⎜ ⎟∂⎝ ⎠ ⎝ ⎠ ⎝ ⎠
⎛ ⎞∂⎛ ⎞ = +⎜ ⎟⎜ ⎟∂⎝ ⎠ ⎝ ⎠

所以
2 3
0 0 0
2 2 2 3

0 0 0 0
32

00
33
00

2
1

1 1 1 .
21 2

L L dLL L Lb bT
L L L L dT dL L

LL L dT TLbT LL L

α

⎛ ⎞ ⎛ ⎞
− − + −⎜ ⎟ ⎜ ⎟

⎝ ⎠ ⎝ ⎠= − = −
⎛ ⎞ ++⎜ ⎟
⎝ ⎠

（4）

（c）根据题给的数据， , ,J Y α对

0

L
L
的曲线分别如图1-2（a），（b），（c）

所示。
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1.7 抽成真空的小匣带有活门，打开活门让气体冲入，当压强达到外界

压强 0p 时将活门关上，试证明：小匣内的空气在没有与外界交换热量之前，

它的内能U 与原来在大气中的内能 0U 之差为 0 0 0U U p V− = ，其中 0V 是它原来在

大气中的体积，若气体是理想气体，求它的温度与体积。

解：将冲入小匣的气体看作系统。系统冲入小匣后的内能U 与其原来在

大气中的内能 0U 由式（1.5.3）

0U U W Q− = + （1）

确定。由于过程进行得很迅速，过程中系统与外界没有热量交换， 0.Q = 过程

中外界对系统所做的功可以分为 1W 和 2W 两部分来考虑。一方面，大气将系统

压入小匣，使其在大气中的体积由 0V 变为零。由于小匣很小，在将气体压入

小匣的过程中大气压强 0p 可以认为没有变化，即过程是等压的（但不是准静

态的）。过程中大气对系统所做的功为

1 0 0 0.W p V p V= − ∆ =

另一方面，小匣既抽为真空，系统在冲入小匣的过程中不受外界阻力，与外

界也就没有功交换，则

2 0.W =

因此式（1）可表为

0 0 0.U U p V− = （2）

如果气体是理想气体，根据式（1.3.11）和（1.7.10），有

0 0 ,p V nRT= （3）

0 0 0( ) ( )
1V

nRU U C T T T T
γ

− = − = −
−

（4）

式中n是系统所含物质的量。代入式（2）即有

0.T Tγ= （5）

活门是在系统的压强达到 0p 时关上的，所以气体在小匣内的压强也可看作 0p ，

其物态方程为

0 0.p V nR Tγ= （6）

与式（3）比较，知

0.V Vγ= （7）

1.8 满足 npV C= 的过程称为多方过程，其中常数 n名为多方指数。试证



9

明：理想气体在多方过程中的热容量 nC 为

1n V
nC C
n

γ−
=

−

解：根据式（1.6.1），多方过程中的热容量

0
lim .n T

n n n

Q U VC p
T T T∆ →

∆ ∂ ∂⎛ ⎞ ⎛ ⎞ ⎛ ⎞= = +⎜ ⎟ ⎜ ⎟ ⎜ ⎟∆ ∂ ∂⎝ ⎠ ⎝ ⎠ ⎝ ⎠
（1）

对于理想气体，内能 U 只是温度 T 的函数，

,V
n

U C
T

∂⎛ ⎞ =⎜ ⎟∂⎝ ⎠

所以

.n V
n

VC C p
T
∂⎛ ⎞= + ⎜ ⎟∂⎝ ⎠

（2）

将多方过程的过程方程式 npV C= 与理想气体的物态方程联立，消去压强 p 可

得
1

1
nTV C− = （常量）。 （3）

将上式微分，有
1 2( 1) 0,n nV dT n V TdV− −+ − =

所以

.
( 1)n

V V
T n T
∂⎛ ⎞ = −⎜ ⎟∂ −⎝ ⎠

（4）

代入式（2），即得

,
( 1) 1n V V
pV nC C C

T n n
γ−

= − =
− −

（5）

其中用了式（1.7.8）和（1.7.9）。

1.9 试证明：理想气体在某一过程中的热容量 nC 如果是常数，该过程一

定是多方过程，多方指数 n p

n V

C C
n

C C
−

=
−

。假设气体的定压热容量和定容热容量是

常量。

解：根据热力学第一定律，有
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đ đ .dU Q W= + （1）

对于准静态过程有

đ ,W pdV= −

对理想气体有

,VdU C dT=

气体在过程中吸收的热量为

đ ,nQ C dT=

因此式（1）可表为

( ) .n VC C dT pdV− = （2）

用理想气体的物态方程 pV vRT= 除上式，并注意 ,p VC C vR− = 可得

( ) ( ) .n V p V
dT dVC C C C
T V

− = − （3）

将理想气体的物态方程全式求微分，有

.dp dV dT
p V T
+ = （4）

式（3）与式（4）联立，消去
dT
T

，有

( ) ( ) 0.n V n p
dp dVC C C C
p V

− + − = （5）

令 n p

n V

C C
n

C C
−

=
−

，可将式（5）表为

0.dp dVn
p V
+ = （6）

如果 ,p VC C 和 nC 都是常量，将上式积分即得
npV C= （常量）。 （7）

式（7）表明，过程是多方过程。

1.10 声波在气体中的传播速度为

s

p
α

ρ
⎛ ⎞∂

= ⎜ ⎟∂⎝ ⎠

假设气体是理想气体，其定压和定容热容量是常量，试证明气体单位质量的

内能u和焓h可由声速及γ 给出：



11

( )
2

1
a au u h h

γ γ γ
= + = +

−

2

0 0,
-1

其中 0 0,u h 为常量。

解：根据式（1.8.9），声速 a的平方为
2 v,a pγ= （1）

其中 v 是单位质量的气体体积。理想气体的物态方程可表为

,mpV RT
m+=

式中m是气体的质量，m+是气体的摩尔质量。 对于单位质量的气体，有
1v ,p RT

m+= （2）

代入式（1）得

2 .a RT
m
γ
+= （3）

以 ,u h表示理想气体的比内能和比焓（单位质量的内能和焓）。由式（1.7.10）

—（1.7.12）知

0 ,1
RTm u m u
γ

+ += +
−

0.1
RTm h m hγ

γ
+ += +

−
（4）

将式（3）代入，即有

2

0 ,( 1)
au u

γ γ
= +

−

2

0.1
ah h
γ

= +
−

（5）

式（5）表明，如果气体可以看作理想气体，测定气体中的声速和 γ 即可确定

气体的比内能和比焓。

1.11 大气温度随高度降低的主要原因是在对流层中的低处与高处之间空

气不断发生对流，由于气压随高度而降低，空气上升时膨胀，下降时收缩，

空气的导热率很小，膨胀和收缩的过程可以认为是绝热过程，试计算大气温

度随高度的变化率
dT
dz

，并给出数值结果。
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解：取 z 轴沿竖直方向（向上）。以 ( )p z 和 ( )p z dz+ 分别表示在竖直高度为

z 和 z dz+ 处的大气压强。 二者之关等于两个高度之间由大气重量产生的压

强，即

( ) ( ) ( ) ,p z p z dz z gdzρ= + + （1）

式中 ( )zρ 是高度为 z 处的大气密度， g 是重力加速度。 将 ( )p z dz+ 展开，有

( ) ( ) ( ) ,dp z dz p z p z dz
dz

+ = +

代入式（1），得

( ) ( ) .d p z z g
dz

ρ= − （2）

式（2）给出由于重力的存在导致的大气压强随高度的变化率。

以m+表大气的平均摩尔质量。 在高度为 z 处，大气的摩尔体积为
( )

m
zρ

+

，

则物态方程为

( ) ( ),
( )

mp z RT z
zρ

+

= （3）

( )T z 是竖直高度为 z 处的温度。 代入式（2），消去 ( )zρ 得

( ) ( ).
( )

d m gp z p z
dz RT z

+

= − （4）

由式（1.8.6）易得气体在绝热过程中温度随压强的变化率为

1 .
S

T T
p p

γ
γ

⎛ ⎞∂ −
=⎜ ⎟∂⎝ ⎠

（5）

综合式（4）和式（5），有

( ) 1( ) .
S

d T d m gT z p z
dz p dz R

γ
γ

+⎛ ⎞∂ −
= = −⎜ ⎟∂⎝ ⎠

（6）

大气的 1.41γ = （大气的主要成分是氮和氧，都是双原子分子），平均摩尔质量

为 3 1 229 10 kg mol , 9.8m sm g+ − − −= × ⋅ = ⋅ ，代入式（6）得

( ) 110K km .d T z
dz

−= − ⋅ （7）

式（7）表明，每升高 1km，温度降低 10K。 这结果是粗略的。由于各种没

有考虑的因素，实际每升高 1km，大气温度降低 6K左右。
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1.12 假设理想气体的 p VC C γ和 之比 是温度的函数，试求在准静态绝热过程

中T V和 的关系，该关系式中要用到一个函数 ( )F T ，其表达式为

( )
ln ( )

1
dTF T

Tγ
= ∫

−

解：根据式（1.8.1），理想气体在准静态绝热过程中满足

0.VC dT pdV+ = （1）

用物态方程 pV nRT= 除上式，第一项用nRT 除，第二项用 pV 除，可得

0.VC dT dV
nRT V

+ = （2）

利用式（1.7.8）和（1.7.9），
,

,

p V

p

V

C C nR
C
C

γ

− =

=

可将式（2）改定为

1 0.
1

dT dV
T Vγ

+ =
−

（3）

将上式积分，如果γ 是温度的函数，定义

1ln ( ) ,
1

dTF T
Tγ

=
−∫ （4）

可得

1ln ( ) lnF T V C+ = （常量）， （5）

或

( )F T V C= （常量）。 （6）

式（6）给出当γ 是温度的函数时，理想气体在准静态绝热过程中 T 和 V 的关

系。

1.13 利用上题的结果证明：当 γ 为温度的函数时，理想气体卡诺循环的

效率仍为 2

1

1 .T
T

η = −

解：在 γ 是温度的函数的情形下，§1.9 就理想气体卡诺循环得到的式
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（1.9.4）—（1.9.6）仍然成立，即仍有

2
1 1

1

ln ,VQ RT
V

= （1）

3
2 2

4

ln ,VQ RT
V

= （2）

32
1 2 1 2

1 4

ln ln .VVW Q Q RT RT
V V

= − = − （3）

根据 1.13题式（6），对于§1.9中的准静态绝热过程（二）和（四），有

1 2 2 3( ) ( ) ,F T V F T V= （4）

2 4 1 1( ) ( ) ,F T V F T V= （5）

从这两个方程消去 1( )F T 和 2( )F T ，得

32

1 4

,VV
V V

= （6）

故

2
1 2

1

( )ln ,VW R T T
V

= − （7）

所以在γ 是温度的函数的情形下，理想气体卡诺循环的效率仍为

2

1 1

1 .TW
Q T

η = = − （8）

1.14 试根据热力学第二定律证明两条绝热线不能相交。

解：假设在 p V− 图中两条绝热线交于C 点，如图所示。设想一等温线与

两条绝热线分别交于 A点和B点（因为等温线的斜率小于绝热线的斜率，这样
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的等温线总是存在的），则在循环过程 ABCA中，系统在等温过程 AB中从外界

吸取热量Q，而在循环过程中对外做功W ，其数值等于三条线所围面积（正值）。

循环过程完成后，系统回到原来的状态。根据热力学第一定律，有

W Q= 。

这样一来，系统在上述循环过程中就从单一热源吸热并将之完全转变为功了，

这违背了热力学第二定律的开尔文说法，是不可能的。 因此两条绝热线不可

能相交。

1.15 热机在循环中与多个热源交换热量，在热机从其中吸收热量的热

源中，热源的最高温度为 1T ，在热机向其放出热量的热源中，热源的最低温度

为 2T ，试根据克氏不等式证明，热机的效率不超过 2

1

1 .T
T

−

解：根据克劳修斯不等式（式（1.13.4）），有

0,i

i i

Q
T

≤∑ （1）

式中 iQ 是热机从温度为 iT 的热源吸取的热量（吸热 iQ 为正，放热 iQ 为负）。 将

热量重新定义，可将式（1）改写为

0,j k

j kj k

Q Q
T T

− ≤∑ ∑ （2）

式中 jQ 是热机从热源 jT 吸取的热量， kQ 是热机在热源 kT 放出的热量， jQ ， kQ 恒

正。 将式（2）改写为

.j k

j kj k

Q Q
T T

≤∑ ∑ （3）

假设热机从其中吸取热量的热源中，热源的最高温度为 1T ，在热机向其放出热

量的热源中，热源的最低温度为 2T ，必有

1

2

1 ,

1 ,

j
j

j j j

k
k

k kk

Q
Q

T T
Q Q
T T

≤

≤

∑ ∑

∑ ∑

故由式（3）得
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1 2

1 1 .j k
j k

Q Q
T T

≤∑ ∑ （4）

定义 1 j
j

Q Q=∑ 为热机在过程中吸取的总热量， 2 k
k

Q Q=∑ 为热机放出的总热量，

则式（4）可表为

1 2

1 2

,Q Q
T T

≤ （5）

或

2 2

1 1

.T Q
T Q

≤ （6）

根据热力学第一定律，热机在循环过程中所做的功为

1 2.W Q Q= −

热机的效率为

2 2

1 1

1 1 .Q TW
Q Q T

η = = − ≤ − （7）

1.16 理想气体分别经等压过程和等容过程，温度由 1T 升至 2T 。假设γ 是

常数，试证明前者的熵增加值为后者的γ 倍。

解：根据式（1.15.8），理想气体的熵函数可表达为

0ln ln .pS C T nR p S= − + （1）

在等压过程中温度由 1T 升到 2T 时，熵增加值 pS∆ 为

2

1

ln .p p
TS C
T

∆ = （2）

根据式（1.15.8），理想气体的熵函数也可表达为

0ln ln .VS C T nR V S= + + （3）

在等容过程中温度由 1T 升到 2T 时，熵增加值 VS∆ 为

2

1

ln .V V
TS C
T

∆ = （4）

所以

.p p

V V

S C
S C

γ
∆

= =
∆

（5）
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1.17 温度为 0 C� 的 1kg 水与温度为100 C� 的恒温热源接触后，水温达到

100 C� 。试分别求水和热源的熵变以及整个系统的总熵变。欲使参与过程的整

个系统的熵保持不变，应如何使水温从 0 C� 升至100 C� ？已知水的比热容为
1 14.18J g K .− −⋅ ⋅

解：0 C� 的水与温度为100 C� 的恒温热源接触后水温升为100 C� ，这一过程

是不可逆过程。为求水、热源和整个系统的熵变，可以设想一个可逆过程，

它使水和热源分别产生原来不可逆过程中的同样变化，通过设想的可逆过程

来求不可逆过程前后的熵变。

为求水的熵变，设想有一系列彼此温差为无穷小的热源，其温度分布在

0 C� 与100 C� 之间。令水依次从这些热源吸热,使水温由0 C� 升至100 C� 。在这可

逆过程中,水的熵变为

373 3 1

273

373 373ln 10 4.18 ln 1304.6J k .
273 273

p
p

mc dT
S mc

T
−∆ = = = × × = ⋅∫水 （1）

水从0 C� 升温至100 C� 所吸收的总热量Q为
3 510 4.18 100 4.18 10 J.pQ mc T= ∆ = × × = ×

为求热源的熵变，可令热源向温度为100 C� 的另一热源放出热量Q。在这

可逆过程中，热源的熵变为

5
14.18 10 1120.6 J K .

373
S −×

∆ = − = − ⋅热源
（2）

由于热源的变化相同，式（2）给出的熵变也就是原来的不可逆过程中热源的

熵变。则整个系统的总熵变为
1184J K .S S S −∆ = ∆ + ∆ = ⋅总 水 热源 （3）

为使水温从0 C� 升至100 C� 而参与过程的整个系统的熵保持不变，应令水

与温度分布在0 C� 与100 C� 之间的一系列热源吸热。水的熵变 S∆ ̃水仍由式（1）

给出。这一系列热源的熵变之和为

373 1

273
1304.6J K .pmc dT

S
T

−∆ = − = − ⋅∫̃
热源

（4）

参与过程的整个系统的总熵变为

0.S S S∆ = ∆ + ∆ =̃ ̃ ̃
总 水 热源 （5）

1.18 10A的电流通过一个25Ω的电阻器，历时 1s。
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（a）若电阻器保持为室温27 C� ，试求电阻器的熵增加值。

（b）若电阻器被一绝热壳包装起来，其初温为27 C� ，电阻器的质量为 10g，

比热容 pc 为 1 10.84 J g K ,− −⋅ ⋅ 问电阻器的熵增加值为多少？

解：（a）以 ,T p 为电阻器的状态参量。设想过程是在大气压下进行的，

如果电阻器的温度也保持为室温 27 C� 不变，则电阻器的熵作为状态函数也就

保持不变。

（b）如果电阻器被绝热壳包装起来，电流产生的焦耳热Q将全部被电阻

器吸收而使其温度由 iT 升为 fT ，所以有
2

f i( ) ,pmc T T i Rt− =

故
2 2

f i 2 3

10 25 1300 600K.
10 0.48 10p

i RtT T
mc −

× ×
= + = + ≈

× ×

电阻器的熵变可参照§1.17 例二的方法求出，为

f

i

2 3 1f

i

600ln 10 0.84 10 ln 5.8J K .
300

T p
pT

mc dT TS mc
T T

− −∆ = = = × × = ⋅∫

1.19 均匀杆的温度一端为 1T ，另一端为 2T ，试计算达到均匀温度 ( )1 2
1
2

T T+

后的熵增。

解：以 L 表示杆的长度。杆的初始状态是 0l = 端温度为 2T ， l L= 端温度为

1T ，温度梯度为 1 2T T
L
−

（设 1 2T T> ）。 这是一个非平衡状态。通过均匀杆中的热

传导过程，最终达到具有均匀温度 ( )1 2
1
2

T T+ 的平衡状态。为求这一过程的熵变，

我们将杆分为长度为dl 的许多小段，如图所示。位于 l到 l dl+ 的小段，初温为

1 2
2 .T TT T l

L
−

= + （1）

这小段由初温 T 变到终温 ( )1 2
1
2

T T+ 后的熵增加值为
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1 2
1 2

2

1 2
2

2ln ,
T T

l p pT

T T
dTdS c dl c dl T TT T l

L

+
+

= =
−

+
∫ （2）

其中 pc 是均匀杆单位长度的定压热容量。

根据熵的可加性，整个均匀杆的熵增加值为

( )

1 2 1 2
20

1 2 1 2 1 2 1 2
2 2 2

1 2 0

1 2
1 1 2 2 1 2

1 2

1 2 1 1 2 2

1 2

ln ln
2

ln ln
2

ln ln ln
2

ln lnln 1
2

l

L

p

L
p

p

p
p

p

S dS

T T T Tc T l dl
L

cT T T T T T T Tc L T l T l T lT T L L L
L

c LT Tc L T T T T T T
T T

T T T T T TC
T T

∆ =

⎡ + − ⎤⎛ ⎞= − +⎜ ⎟⎢ ⎥⎝ ⎠⎣ ⎦

+ ⎡ − − − ⎤⎛ ⎞ ⎛ ⎞ ⎛ ⎞= − + + − +⎜ ⎟ ⎜ ⎟ ⎜ ⎟⎢ ⎥− ⎝ ⎠ ⎝ ⎠ ⎝ ⎠⎣ ⎦

+
= − − − +

−

+ −
= − +

−

∫

∫

.
⎛ ⎞
⎜ ⎟
⎝ ⎠

（3）

式中 p pC c L= 是杆的定压热容量。

1.20 一物质固态的摩尔热量为 sC ，液态的摩尔热容量为 lC . 假设 sC 和

lC 都可看作常量. 在某一压强下，该物质的熔点为 0T ，相变潜热为 0Q . 求在

温度为 ( )1 1 0T T T< 时，过冷液体与同温度下固体的摩尔熵差. 假设过冷液体的摩

尔热容量亦为 lC .

解: 我们用熵函数的表达式进行计算.以 ,T p 为状态参量. 在讨论固定

压强下过冷液体与固体的熵差时不必考虑压强参量的变化.以a态表示温度为

1T 的固态，b 态表示在熔点 0T 的固态. b, a 两态的摩尔熵差为（略去摩尔熵 mS

的下标m不写）

0

1

0

1

ln .
T s

ba sT

C dT TS C
T T

∆ = =∫ （1）

以 c态表示在熔点 0T 的液相，c，b 两态的摩尔熵差为

0

0

.cb
QS
T

= （2）

以 d态表示温度为 1T 的过冷液态，d，c两态的摩尔熵差为
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1

0

1

0

ln .
T l

dc lT

C dT TS C
T T

∆ = =∫ （3）

熵是态函数，d，c两态的摩尔熵差 daS 为

0 01

0 0 1

ln ln

da dc cd ba

l s

S S S S
Q TTC C

T T T

∆ = ∆ + ∆ + ∆

= + +

( )0 0

0 1

ln .s l
Q TC C
T T

= + − （4）

1.21 物体的初温 1T ，高于热源的温度 2T ，有一热机在此物体与热源之间

工作，直到将物体的温度降低到 2T 为止，若热机从物体吸取的热量为 Q，试根

据熵增加原理证明，此热机所能输出的最大功为

max 2 1 2( )W Q T S S= − −

其中 1 2S S− 是物体的熵减少量。

解：以 ,a bS S∆ ∆ 和 cS∆ 分别表示物体、热机和热源在过程前后的熵变。由

熵的相加性知，整个系统的熵变为

.a b cS S S S∆ = ∆ + ∆ + ∆

由于整个系统与外界是绝热的，熵增加原理要求

0.a b cS S S S∆ = ∆ + ∆ + ∆ ≥ （1）

以 1 2,S S 分别表示物体在开始和终结状态的熵，则物体的熵变为

2 1.aS S S∆ = − （2）

热机经历的是循环过程，经循环过程后热机回到初始状态，熵变为零，即

0.bS∆ = （3）

以Q表示热机从物体吸取的热量，Q′表示热机在热源放出的热量，W 表示热

机对外所做的功。 根据热力学第一定律，有

,Q Q W′= +

所以热源的熵变为

2 2

.c
Q Q WS
T T
′ −

∆ = = （4）

将式（2）—（4）代入式（1），即有

2 1
2

0.Q WS S
T
−

− + ≥ （5）
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上式取等号时，热机输出的功最大，故

( )max 2 1 2 .W Q T S S= − − （6）

式（6）相应于所经历的过程是可逆过程。

1.22 有两个相同的物体，热容量为常数，初始温度同为 iT 。今令一制冷

机在这两个物体间工作，使其中一个物体的温度降低到 2T 为止。假设物体维

持在定压下，并且不发生相变。试根据熵增加原理证明，此过程所需的最小

功为

2

min 2
2

2i
p i

TW C T T
T

⎛ ⎞
= + −⎜ ⎟

⎝ ⎠

解： 制冷机在具有相同的初始温度 iT 的两个物体之间工作，将热量从物

体 2送到物体 1,使物体 2的温度降至 2T 为止。以 1T 表示物体 1 的终态温度， pC

表示物体的定压热容量，则物体1 吸取的热量为

( )1 1p iQ C T T= − （1）

物体 2 放出的热量为

( )2 2p iQ C T T= − （2）

经多次循环后，制冷机接受外界的功为

( )1 2 1 2 2p iW Q Q C T T T= − = + − （3）

由此可知，对于给定的 iT 和 2T ， 1T 愈低所需外界的功愈小。

用 1 2,S S∆ ∆ 和 3S∆ 分别表示过程终了后物体 1，物体 2 和制冷机的熵变。由

熵的相加性和熵增加原理知，整个系统的熵变为

1 2 3 0S S S S∆ = ∆ + ∆ + ∆ ≥ （4）

显然

1
1

2
2

3

ln ,

ln ,

0.

p
i

p
i

TS C
T
TS C
T

S

∆ =

∆ =

∆ =

因此熵增加原理要求

1 2
2ln 0,p

i

TTS C
T

∆ = ≥ （5）
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或

1 2
2 1,

i

TT
T

≥ （6）

对于给定的 iT 和 2T ，最低的 1T 为

2

1
2

,iTT
T

=

代入（3）式即有

2

min 2
2

2i
p i

TW C T T
T

⎛ ⎞
= + −⎜ ⎟

⎝ ⎠
（7）

式（7）相应于所经历的整个过程是可逆过程。

1.23 简单系统有两个独立参量。 如果以 ,T S 为独立参量，可以以纵坐

标表示温度T ，横坐标表示熵 S ，构成T S− 图。图中的一点与系统的一个平衡

态相对应，一条曲线与一个可逆过程相对应。试在图中画出可逆卡诺循环过

程的曲线，并利用T S− 图求可逆卡诺循环的效率。

解：可逆卡诺循环包含两个可逆等温过程和两个可逆绝热过程。在T S−

图上，等温线是平行于 T 轴的直线。 可逆绝热过程是等熵过程，因此在T S−

图上绝热线是平行于 S 轴的直线。 图 1-5 在T S− 图上画出了可逆卡诺循环的

四条直线。

（一）等温膨胀过程

工作物质经等温膨胀过程（温度为 1T ）由状态Ⅰ到达状态Ⅱ。 由于工作

物质在过程中吸收热量，熵由 1S 升为 2S 。吸收的热量为

( )1 1 2 1 ,Q T S S= − （1）

1Q 等于直线ⅠⅡ下方的面积。
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（二）绝热膨胀过程

工作物质由状态Ⅱ经绝热膨胀过程到达状态Ⅲ。过程中工作物质内能减

少并对外做功，其温度由 1T 下降为 2T ，熵保持为 2S 不变。

（三）等温压缩过程

工作物质由状态Ⅲ经等温压缩过程（温度为 2T ）到达状态Ⅳ。工作物质

在过程中放出热量，熵由 2S 变为 1S ，放出的热量为

( )2 2 2 1 ,Q T S S= − （2）

2Q 等于直线ⅢⅣ下方的面积。

（四）绝热压缩过程

工作物质由状态Ⅳ经绝热压缩过程回到状态Ⅰ。温度由 2T 升为 1T ，熵保持

为 1S 不变。

在循环过程中工作物质所做的功为

1 2 ,W Q Q= − （3）

W 等于矩形ⅠⅡⅢⅣ所包围的面积。

可逆卡诺热机的效率为

( )
( )

2 2 12 2

1 1 1 2 1 1

1 1 1 .
T S SQ TW

Q Q T S S T
η

−
= = − = − = −

−
（4）

上面的讨论显示，应用T S− 图计算（可逆）卡诺循环的效率是非常方便

的。实际上T S− 图的应用不限于卡诺循环。根据式（1.14.4）

,dQ TdS= （5）

系统在可逆过程中吸收的热量由积分

Q TdS= ∫ （6）

给出。如果工作物质经历了如图中 ABCDA的（可逆）循环过程，则在过程 ABC
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中工作物质吸收的热量等于面积 ABCEF ，在过程CDA中工作物质放出的热量

等于面积 ADCEF ，工作物质所做的功等于闭合曲线 ABCDA所包的面积。 由此

可见（可逆）循环过程的热功转换效率可以直接从T S− 图中的面积读出。 在

热工计算中T S− 图被广泛使用。

补充题 1 1mol理想气体，在 27 C� 的恒温下体积发生膨胀，其压强由 20 np

准静态地降到 1 np ，求气体所作的功和所吸取的热量。

解：将气体的膨胀过程近似看作准静态过程。根据式（1.4.2），在准静态

等温过程中气体体积由 AV 膨胀到 BV ，外界对气体所做的功为

ln ln .B B

A A

V V B A
V V

A B

V pdVW pdV RT RT RT
V V p

= − = − = − = −∫ ∫

气体所做的功是上式的负值，将题给数据代入，得

3ln 8.31 300 ln20 7.47 10 J.A

B

pW RT
p

− = = × × = ×

在等温过程中理想气体的内能不变，即

0.U∆ =

根据热力学第一定律（式（1.5.3）），气体在过程中吸收的热量Q为
37.47 10 J.Q W= − = ×

补充题 2 在25 C� 下，压强在 0至 1000 np 之间，测得水的体积为
3 6 2 3 1(18.066 0.715 10 0.046 10 )cm molV p p− − −= − × + × ⋅

如果保持温度不变，将1mol的水从 1 np 加压至 1000 np ，求外界所作的功。

解：将题中给出的体积与压强关系记为
2 ,V a bp cp= + + （1）

由此易得

( 2 ) .dV b cp dp= + （2）

保持温度不变，将1mol的水由 1 np 加压至 1000 np ，外界所做的功为
1000

2 3

1
1

1 2( 2 ) ( )
2 3

33.1J mol .

B B

A A

V p

V p
W pdV p b cp dp bp cp

−

= − = − + = − +

= ⋅

∫ ∫
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在上述计算中我们已将过程近拟看作准静态过程。

补充题3 承前 1.6题，使弹性体在准静态等温过程中长度由 0L 压缩为 0

2
L

，

试计算外界所作的功。

解：在准静态过程中弹性体长度有dL的改变时，外界所做的功是

.dW JdL= （1）

将物态方程代入上式，有

2
0
2

0

.LLdW bT dL
L L

⎛ ⎞
= −⎜ ⎟

⎝ ⎠
（2）

在等温过程中 0L 是常量，所以在准静态等温过程中将弹性体长度由 0L 压缩为

0

2
L
时，外界所做的功为

0 0

0 0

0 0
2 2

0 0

2
02 2
2

0

22
0

0

0

2

5 .
8

L L

L L

L L

L L

LLW JdL bT dL
L L

LLbT
L L

bTL

⎛ ⎞
= = −⎜ ⎟

⎝ ⎠
⎡ ⎤⎛ ⎞ ⎛ ⎞

= +⎢ ⎥⎜ ⎟ ⎜ ⎟
⎝ ⎠⎝ ⎠⎣ ⎦

=

∫ ∫

（3）

值得注意，不论将弹性体拉长还是压缩，外界作用力都与位移同向，外界所

做的功都是正值。

补充题 4 在 0 C� 和 1 np 下，空气的密度为 31.29kg m−⋅ ,空气的定压比热容
-1 1996J kg K , 1.41pC γ−= ⋅ ⋅ = 。今有 327m 的空气，试计算：

（i）若维持体积不变，将空气由0 C� 加热至20 C� 所需的热量。

（ii）若维持压强不变，将空气由0 C� 加热至20 C� 所需的热量。

（iii）若容器有裂缝，外界压强为 1 np ，使空气由0 C� 缓慢地加热至20 C�

所需的热量。

解：（a）由题给空气密度可以算 327m 得空气的质量 1m 为

1 1.29 27 34.83kg.m = × =

定容比热容可由所给定压比热容算出

3
3 1 10.996 10 0.706 10 J kg K .

1.41
p

V

c
c

γ
− −×

= = = × ⋅ ⋅
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维持体积不变，将空气由0 C� 加热至20 C� 所需热量 VQ 为

1 2 1
3

5

( )

34.83 0.706 10 20
4.920 10 J.

V VQ m c T T= −

= × × ×

= ×

（b）维持压强不变，将空气由0 C� 加热至20 C� 所需热量 pQ 为

1 2 1

3

5

( )

34.83 0.996 10 20
6.938 10 J.

p pQ m c T T= −

= × × ×

= ×

（c）若容器有裂缝，在加热过程中气体将从裂缝漏出，使容器内空气质

量发生变化。根据理想气体的物态方程

,mpV RT
m+=

m+为空气的平均摩尔质量，在压强和体积不变的情形下，容器内气体的质量

与温度成反比。 以 1 1,m T 表示气体在初态的质量和温度，m表示温度为 T 时气

体的质量，有

1 1 ,m T mT=

所以在过程（c）中所需的热量Q为

2 2

1 1

2
1 1 1 1

1

( ) ln .
T T

p p pT T

TdTQ c m T dT m T c m T c
T T

= = =∫ ∫

将所给数据代入，得

3

5

29334.83 273 0.996 10 ln
273

6.678 10 J.

Q = × × ×

= ×

补充题5 热泵的作用是通过一个循环过程将热量从温度较低的物体传送

到温度较高的物体上去。 如果以逆卡诺循环作为热泵的循环过程，热泵的效

率可以定义为传送到高温物体的热量与外界所做的功的比值。试求热泵的效

率。 如果将功直接转化为热量而令高温物体吸收，则“效率”为何？

解：根据卡诺定理，通过逆卡诺循环从温度为 2T 的低温热源吸取热量 2Q ，

将热量 1Q 送到温度为 1T 的高温热源去，外界必须做功

1 2.W Q Q= −

因此如果以逆卡诺循环作为热泵的过程，其效率为
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1 1 1 2

1 2 1 2 1 2

1 .Q Q T T
W Q Q T T T T

η = = = = +
− − −

（1）

式中第三步用了

1 1

2 2

Q T
Q T

=

的结果（式（1.12.7）和（1.12.8））。 由式（1）知，效率η恒大于 1。如果

1T 与 2T 相差不大，η可以相当高。不过由于设备的价格和运转的实际效率，这

种方法实际上很少使用。

将功直接转化为热量（如电热器），效率为 1。

补充题 6 根据熵增加原理证明第二定律的开氏表述：从单一热源吸取热

量使之完全变成有用的功而不引起其它变化是不可能的。

解：如果热力学第二定律的开尔文表述不成立，就可以令一热机在循环

过程中从温度为T 的单一热源吸取热量Q，将之全部转化为机械功而输出。热

机与热源合起来构成一个绝热系统。在循环过程中，热源的熵变为
Q
T

− ，而热

机的熵不变，这样绝热系统的熵就减少了，这违背了熵增加原理，是不可能的。

第二章 均匀物质的热力学性质

2.1 已知在体积保持不变时，一气体的压强正比于其热力学温度. 试证

明在温度保质不变时，该气体的熵随体积而增加.

解：根据题设，气体的压强可表为

( ) ,p f V T= （1）

式中 ( )f V 是体积V 的函数. 由自由能的全微分

dF SdT pdV= − −

得麦氏关系

.
T V

S p
V T
∂ ∂⎛ ⎞ ⎛ ⎞=⎜ ⎟ ⎜ ⎟∂ ∂⎝ ⎠ ⎝ ⎠

（2）

将式（1）代入，有
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( ) .
T V

S p pf V
V T T
∂ ∂⎛ ⎞ ⎛ ⎞= = =⎜ ⎟ ⎜ ⎟∂ ∂⎝ ⎠ ⎝ ⎠

（3）

由于 0, 0p T> > ，故有 0
T

S
V
∂⎛ ⎞ >⎜ ⎟∂⎝ ⎠

. 这意味着，在温度保持不变时，该气体的熵

随体积而增加.

2.2 设一物质的物态方程具有以下形式：

( ) ,p f V T=

试证明其内能与体积无关.

解：根据题设，物质的物态方程具有以下形式：

( ) ,p f V T= （1）

故有

( ).
V

p f V
T
∂⎛ ⎞ =⎜ ⎟∂⎝ ⎠

（2）

但根据式（2.2.7），有

,
T V

U pT p
V T
∂ ∂⎛ ⎞ ⎛ ⎞= −⎜ ⎟ ⎜ ⎟∂ ∂⎝ ⎠ ⎝ ⎠

（3）

所以

( ) 0.
T

U Tf V p
V
∂⎛ ⎞ = − =⎜ ⎟∂⎝ ⎠

（4）

这就是说，如果物质具有形式为（1）的物态方程，则物质的内能与体积无关，

只是温度 T 的函数.

2.3 求证： ( ) 0;
H

Sa
p

⎛ ⎞∂
<⎜ ⎟∂⎝ ⎠

( ) 0.
U

Sb
V
∂⎛ ⎞ >⎜ ⎟∂⎝ ⎠

解：焓的全微分为

.dH TdS Vdp= + （1）

令 0dH = ，得

0.
H

S V
p T

⎛ ⎞∂
= − <⎜ ⎟∂⎝ ⎠

（2）



29

内能的全微分为

.dU TdS pdV= − （3）

令 0dU = ，得

0.
U

S p
V T
∂⎛ ⎞ = >⎜ ⎟∂⎝ ⎠

（4）

2.4 已知 0
T

U
V
∂⎛ ⎞ =⎜ ⎟∂⎝ ⎠

，求证 0.
T

U
p

⎛ ⎞∂
=⎜ ⎟∂⎝ ⎠

解：对复合函数

( , ) ( , ( , ))U T P U T V T p= （1）

求偏导数，有

.
TT T

U U V
p V p

⎛ ⎞ ⎛ ⎞∂ ∂ ∂⎛ ⎞=⎜ ⎟ ⎜ ⎟⎜ ⎟∂ ∂ ∂⎝ ⎠⎝ ⎠ ⎝ ⎠
（2）

如果 0
T

U
V
∂⎛ ⎞ =⎜ ⎟∂⎝ ⎠

，即有

0.
T

U
p

⎛ ⎞∂
=⎜ ⎟∂⎝ ⎠

（3）

式（2）也可以用雅可比行列式证明：

( , )
( , )
( , ) ( , )
( , ) ( , )

T

U U T
p p T

U T V T
V T p T

⎛ ⎞∂ ∂
=⎜ ⎟∂ ∂⎝ ⎠
∂ ∂

=
∂ ∂

.
T T

U V
V p

⎛ ⎞∂ ∂⎛ ⎞= ⎜ ⎟⎜ ⎟∂ ∂⎝ ⎠ ⎝ ⎠
（2）

2.5 试证明一个均匀物体的在准静态等压过程中熵随体积的增减取决

于等压下温度随体积的增减.

解：热力学用偏导数
p

S
V
∂⎛ ⎞

⎜ ⎟∂⎝ ⎠
描述等压过程中的熵随体积的变化率，用

p

T
V
∂⎛ ⎞

⎜ ⎟∂⎝ ⎠

描述等压下温度随体积的变化率. 为求出这两个偏导数的关系，对复合函数
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( , ) ( , ( , ))S S p V S p T p V= = （1）

求偏导数，有

.p

p p p p

CS S T T
V T V T V
∂ ∂ ∂ ∂⎛ ⎞ ⎛ ⎞ ⎛ ⎞ ⎛ ⎞= =⎜ ⎟ ⎜ ⎟ ⎜ ⎟ ⎜ ⎟∂ ∂ ∂ ∂⎝ ⎠ ⎝ ⎠ ⎝ ⎠ ⎝ ⎠

（2）

因为 0, 0pC T> > ，所以
p

S
V
∂⎛ ⎞

⎜ ⎟∂⎝ ⎠
的正负取决于

p

T
V
∂⎛ ⎞

⎜ ⎟∂⎝ ⎠
的正负.

式（2）也可以用雅可经行列式证明：

( , )
( , )
( , ) ( , )
( , ) ( , )

P

S S p
V V p

S p T p
T p V p

∂ ∂⎛ ⎞ =⎜ ⎟∂ ∂⎝ ⎠
∂ ∂

=
∂ ∂

P P

S T
T V
∂ ∂⎛ ⎞ ⎛ ⎞= ⎜ ⎟ ⎜ ⎟∂ ∂⎝ ⎠ ⎝ ⎠

（2）

2.6 试证明在相同的压强降落下，气体在准静态绝热膨胀中的温度降落

大于在节流过程中的温度降落.

解：气体在准静态绝热膨胀过程和节流过程中的温度降落分别由偏导数

S

T
p

⎛ ⎞∂
⎜ ⎟∂⎝ ⎠

和
H

T
p

⎛ ⎞∂
⎜ ⎟∂⎝ ⎠

描述. 熵函数 ( , )S T p 的全微分为

.
P T

S SdS dT dp
T p

⎛ ⎞∂ ∂⎛ ⎞= + ⎜ ⎟⎜ ⎟∂ ∂⎝ ⎠ ⎝ ⎠

在可逆绝热过程中 0dS = ，故有

.T P

pS

P

S VTpT T
Sp C
T

⎛ ⎞∂ ∂⎛ ⎞
⎜ ⎟ ⎜ ⎟∂⎛ ⎞∂ ∂⎝ ⎠ ⎝ ⎠= − =⎜ ⎟ ∂∂ ⎛ ⎞⎝ ⎠ ⎜ ⎟∂⎝ ⎠

（1）

最后一步用了麦氏关系式（2.2.4）和式（2.2.8）.

焓 ( , )H T p 的全微分为

.
P T

H HdH dT dp
T p

⎛ ⎞∂ ∂⎛ ⎞= + ⎜ ⎟⎜ ⎟∂ ∂⎝ ⎠ ⎝ ⎠

在节流过程中 0dH = ，故有



31

.T P

pH

P

H VT VpT T
Hp C
T

⎛ ⎞∂ ∂⎛ ⎞ −⎜ ⎟ ⎜ ⎟∂⎛ ⎞∂ ∂⎝ ⎠ ⎝ ⎠= − =⎜ ⎟ ∂∂ ⎛ ⎞⎝ ⎠ ⎜ ⎟∂⎝ ⎠

（2）

最后一步用了式（2.2.10）和式（1.6.6）.

将式（1）和式（2）相减，得

0.
pS H

T T V
p p C

⎛ ⎞ ⎛ ⎞∂ ∂
− = >⎜ ⎟ ⎜ ⎟∂ ∂⎝ ⎠ ⎝ ⎠

（3）

所以在相同的压强降落下，气体在绝热膨胀中的温度降落大于节流过程中的

温度降落. 这两个过程都被用来冷却和液化气体.

由于绝热膨胀过程中使用的膨胀机有移动的部分，低温下移动部分的润

滑技术是十分困难的问题，实际上节流过程更为常用. 但是用节流过程降温，

气体的初温必须低于反转温度. 卡皮查（1934 年）将绝热膨胀和节流过程结

合起来，先用绝热膨胀过程使氦降温到反转温度以下，再用节流过程将氦液

化.

2.7 实验发现，一气体的压强 p 与体积 V 的乘积以及内能 U 都只是温度

的函数，即

( ),
( ).

pV f T
U U T

=
=

试根据热力学理论，讨论该气体的物态方程可能具有什么形式.

解：根据题设，气体具有下述特性：

( ),pV f T= （1）

( ).U U T= （2）

由式（2.2.7）和式（2），有

0.
T V

U pT p
V T
∂ ∂⎛ ⎞ ⎛ ⎞= − =⎜ ⎟ ⎜ ⎟∂ ∂⎝ ⎠ ⎝ ⎠

（3）

而由式（1）可得

.
V

p T dfT
T V dT
∂⎛ ⎞ =⎜ ⎟∂⎝ ⎠

（4）

将式（4）代入式（3），有
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,dfT f
dT

=

或

.df dT
f T
= （5）

积分得

ln ln ln ,f T C= +

或

,pV CT= （6）

式中 C 是常量. 因此，如果气体具有式（1），（2）所表达的特性，由热力学

理论知其物态方程必具有式（6）的形式. 确定常量 C 需要进一步的实验结果.

2.8 证明
2 2

2 2, ,pV

T V pT

CC p VT T
V T p T

∂⎛ ⎞⎛ ⎞ ⎛ ⎞∂ ∂ ∂⎛ ⎞ = = −⎜ ⎟⎜ ⎟ ⎜ ⎟⎜ ⎟∂ ∂ ∂ ∂⎝ ⎠ ⎝ ⎠ ⎝ ⎠⎝ ⎠

并由此导出

0

0

2
0

2

2
0

2

,

.

V

V V V
V

p

p p p
p

pC C T dV
T

pC C T dp
T

⎛ ⎞∂
= + ⎜ ⎟∂⎝ ⎠

⎛ ⎞∂
= − ⎜ ⎟∂⎝ ⎠

∫

∫

根据以上两式证明，理想气体的定容热容量和定压热容呈只是温度 T 的函数.

解：式（2.2.5）给出

.V
V

SC T
T
∂⎛ ⎞= ⎜ ⎟∂⎝ ⎠

（1）

以 T，V 为状态参量，将上式求对 V 的偏导数，有

2 2 2

2 ,V

T V

C S S ST T T
V V T T V T

⎛ ⎞ ⎛ ⎞ ⎛ ⎞∂ ∂ ∂ ∂⎛ ⎞ = = =⎜ ⎟ ⎜ ⎟ ⎜ ⎟⎜ ⎟∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂⎝ ⎠ ⎝ ⎠ ⎝ ⎠ ⎝ ⎠
（2）

其中第二步交换了偏导数的求导次序，第三步应用了麦氏关系（2.2.3）. 由

理想气体的物态方程

pV nRT=

知，在 V 不变时， p 是 T 的线性函数，即
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2

2 0.
V

p
T

⎛ ⎞∂
=⎜ ⎟∂⎝ ⎠

所以 0.V

T

C
V

∂⎛ ⎞ =⎜ ⎟∂⎝ ⎠

这意味着，理想气体的定容热容量只是温度 T 的函数. 在恒定温度下将式（2）

积分，得

0

2
0

2 .
V

V V V
V

pC C T dV
T

⎛ ⎞∂
= + ⎜ ⎟∂⎝ ⎠

∫ （3）

式（3）表明，只要测得系统在体积为 0V 时的定容热容量，任意体积下的定容

热容量都可根据物态方程计算出来.

同理，式（2.2.8）给出

.p
p

SC T
T
∂⎛ ⎞= ⎜ ⎟∂⎝ ⎠

（4）

以 ,T p为状态参量，将上式再求对 p 的偏导数，有
2 2 2

2 .p

pT

C S S ST T T
p p T T p T

∂⎛ ⎞ ⎛ ⎞ ⎛ ⎞ ⎛ ⎞∂ ∂ ∂
= = = −⎜ ⎟ ⎜ ⎟ ⎜ ⎟ ⎜ ⎟∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂⎝ ⎠ ⎝ ⎠ ⎝ ⎠⎝ ⎠

（5）

其中第二步交换了求偏导数的次序，第三步应用了麦氏关系（2.2.4）. 由理

想气体的物态方程

pV nRT=

知，在 p 不变时V 是T 的线性函数，即
2

2 0.
p

V
T

⎛ ⎞∂
=⎜ ⎟∂⎝ ⎠

所以

0.p

T

C
p

∂⎛ ⎞
=⎜ ⎟∂⎝ ⎠

这意味着理想气体的定压热容量也只是温度 T的函数. 在恒定温度下将式（5）

积分，得

0

2
0

2 .
p

p p p
p

VC C T dp
T

⎛ ⎞∂
= + ⎜ ⎟∂⎝ ⎠

∫

式（6）表明，只要测得系统在压强为 0p 时的定压热容量，任意压强下的定压



34

热容量都可根据物态方程计算出来.

2.9 证明范氏气体的定容热容量只是温度 T 的函数，与比体积无关.

解：根据习题 2.8 式（2）

2

2 ,V

T V

C pT
V T

⎛ ⎞∂ ∂⎛ ⎞ = ⎜ ⎟⎜ ⎟∂ ∂⎝ ⎠ ⎝ ⎠
（1）

范氏方程（式（1.3.12））可以表为

2

2 .
nRT n ap

V nb V
= −

−
（2）

由于在 V 不变时范氏方程的 p 是 T 的线性函数，所以范氏气体的定容热容量

只是 T 的函数，与比体积无关.

不仅如此，根据 2.8 题式（3）

0

2

0 2( , ) ( , ) ,
V

V V V
V

pC T V C T V T dV
T

⎛ ⎞∂
= + ⎜ ⎟∂⎝ ⎠

∫ （3）

我们知道，V →∞时范氏气体趋于理想气体. 令上式的 0V →∞，式中的 0( , )VC T V

就是理想气体的热容量. 由此可知，范氏气体和理想气体的定容热容量是相

同的.

顺便提及，在压强不变时范氏方程的体积V 与温度T 不呈线性关系. 根据

2.8 题式（5）

2

2 ,V

T V

C p
V T

⎛ ⎞∂ ∂⎛ ⎞ = ⎜ ⎟⎜ ⎟∂ ∂⎝ ⎠ ⎝ ⎠
（2）

这意味着范氏气体的定压热容量是 ,T p的函数.

2.10 证明理想气体的摩尔自由能可以表为

,
, 0 0

, 0 02

ln

ln

V m
m V m m m m

V m m m m

C
F C dT U T dT RT V TS

T
dTT C dT U TS RT V
T

= ∫ + − ∫ − −

= − ∫ ∫ + − −

解：式（2.4.13）和（2.4.14）给出了理想气体的摩尔吉布斯函数作为

其自然变量 ,T p 的函数的积分表达式. 本题要求出理想气体的摩尔自由能作

为其自然变量 , mT V 的函数的积分表达式. 根据自由能的定义（式（1.18.3）），
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摩尔自由能为

,m m mF U TS= − （1）

其中 mU 和 mS 是摩尔内能和摩尔熵. 根据式（1.7.4）和（1.15.2），理想气体

的摩尔内能和摩尔熵为

, 0 ,m V m mU C dT U= +∫ （2）

,
0ln ,V m

m m m

C
S dT R V S

T
= + +∫ （3）

所以

,
, 0 0ln .V m

m V m m m m

C
F C dT T dT RT V U TS

T
= − − + −∫ ∫ （4）

利用分部积分公式

,xdy xy ydx= −∫ ∫
令

,

1 ,

,V m

x
T

y C dT

=

= ∫
可将式（4）右方头两项合并而将式（4）改写为

, 0 02 ln .m V m m m m
dTF T C dT RT V U TS
T

= − − + −∫ ∫ （5）

2.11 求范氏气体的特性函数 mF ，并导出其他的热力学函数.

解：考虑 1mol的范氏气体. 根据自由能全微分的表达式（2.1.3），摩尔

自由能的全微分为

,m m mdF S dT pdV= − − （1）

故

2 ,
m

m m mT

F RT ap
V V b V

⎛ ⎞∂
= − = − +⎜ ⎟∂ −⎝ ⎠

（2）

积分得

( ) ( ), ln ( ).m m m
m

aF T V RT V b f T
V

= − − − + （3）

由于式（2）左方是偏导数，其积分可以含有温度的任意函数 ( )f T . 我们利用
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V →∞时范氏气体趋于理想气体的极限条件定出函数 ( )f T . 根据习题 2.11 式

（4），理想气体的摩尔自由能为

,
, 0 0ln .V m

m V m m m m

C
F C dT dT RT V U TS

T
= − − + −∫ ∫ （4）

将式（3）在 mV →∞时的极限与式（4）加以比较，知

,
, 0 0( ) .V m

V m m m

C
f T C dT T dT U TS

T
= − + −∫ ∫ （5）

所以范氏气体的摩尔自由能为

( ) ( ),
, 0 0, ln .V m

m m V m m m m
m

C aF T V C dT T dT RT V b U TS
T V

= − − − − + −∫ ∫ （6）

式（6）的 ( ),m mF T V 是特性函数

范氏气体的摩尔熵为

( ),
0ln .V mm

m m m

CFS dT R V b S
T T

∂
= − = + − +

∂ ∫ （7）

摩尔内能为

, 0.m m m V m m
m

aU F TS C dT U
V

= + = − +∫ （8）

2.12 一弹簧在恒温下的恢复力 X 与其伸长 x成正比，即 X Ax= − ，比例

系数 A是温度的函数. 今忽略弹簧的热膨胀，试证明弹簧的自由能F ，熵 S 和

内能U 的表达式分别为

( ) ( )

( ) ( )

( ) ( )

2

2

2

1, ,0 ,
2

, ,0 ,
2
1, ,0 .
2

F T x F T Ax

x dAS T x S T
dT

dAU T x U T A T x
dT

= +

= −

⎛ ⎞= + −⎜ ⎟
⎝ ⎠

解：在准静态过程中，对弹簧施加的外力与弹簧的恢复力大小相等，方

向相反. 当弹簧的长度有dx的改变时，外力所做的功为

.dW Xdx= − （1）

根据式（1.14.7），弹簧的热力学基本方程为

.dU TdS Xdx= − （2）
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弹簧的自由能定义为

,F U TS= −

其全微分为

.dF SdT Xdx= − −

将胡克定律 X Ax= − 代入，有

,dF SdT Axdx= − + （3）

因此

.
T

F Ax
x

∂⎛ ⎞ =⎜ ⎟∂⎝ ⎠

在固定温度下将上式积分，得

( ) ( )
0

, ,0
x

F T x F T Axdx= + ∫
( ) 21,0 ,

2
F T Ax= + （4）

其中 ( ),0F T 是温度为T ，伸长为零时弹簧的自由能.

弹簧的熵为

( ) 21,0 .
2

F dAS S T x
T dT
∂

= − = −
∂

（5）

弹簧的内能为

( ) 21,0 .
2

dAU F TS U T A T x
dT

⎛ ⎞= + = + −⎜ ⎟
⎝ ⎠

（6）

在力学中通常将弹簧的势能记为

21 ,
2

U Ax=力学

没有考虑 A是温度的函数. 根据热力学，U力学是在等温过程中外界所做的功，

是自由能.

2.13 X 射线衍射实验发现，橡皮带未被拉紧时具有无定形结构；当受张

力而被拉伸时，具有晶形结构. 这一事实表明，橡皮带具有大的分子链.

（a）试讨论橡皮带在等温过程中被拉伸时，它的熵是增加还是减少；

（b）试证明它的膨胀系数
1

S

T
L L

α
∂⎛ ⎞= ⎜ ⎟∂⎝ ⎠

是负的.

解：（a）熵是系统无序程度的量度.橡皮带经等温拉伸过程后由无定形结
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构转变为晶形结构，说明过程后其无序度减少，即熵减少了，所以有

0.
T

S
L
∂⎛ ⎞ <⎜ ⎟∂⎝ ⎠

（1）

（b）由橡皮带自由能的全微分

dF SdT JdL= − +

可得麦氏关系

.
T L

S J
L T
∂ ∂⎛ ⎞ ⎛ ⎞= −⎜ ⎟ ⎜ ⎟∂ ∂⎝ ⎠ ⎝ ⎠

（2）

综合式（1）和式（2），知

0.
L

J
T
∂⎛ ⎞ >⎜ ⎟∂⎝ ⎠

（3）

由橡皮带的物态方程 ( ), , 0F J L T = 知偏导数间存在链式关系

1,
L J T

J T L
T L J
∂ ∂ ∂⎛ ⎞ ⎛ ⎞ ⎛ ⎞ = −⎜ ⎟ ⎜ ⎟ ⎜ ⎟∂ ∂ ∂⎝ ⎠ ⎝ ⎠ ⎝ ⎠

即

.
J L T

L J L
T T J
∂ ∂ ∂⎛ ⎞ ⎛ ⎞ ⎛ ⎞= −⎜ ⎟ ⎜ ⎟ ⎜ ⎟∂ ∂ ∂⎝ ⎠ ⎝ ⎠ ⎝ ⎠

（4）

在温度不变时橡皮带随张力而伸长说明

0.
T

L
J
∂⎛ ⎞ >⎜ ⎟∂⎝ ⎠

（5）

综合式（3）-（5）知

0,
J

L
T
∂⎛ ⎞ <⎜ ⎟∂⎝ ⎠

所以橡皮带的膨胀系数是负的，即

1 0.
J

L
L T

α
∂⎛ ⎞= <⎜ ⎟∂⎝ ⎠

（6）

2.14 假设太阳是黑体，根据下列数据求太阳表面的温度；单位时间内

投射到地球大气层外单位面积上的太阳辐射能量为 3 2 11.35 10 J m s− −× ⋅ ⋅ （该值称为

太阳常量），太阳的半径为 86.955 10 m× ，太阳与地球的平均距离为 111.495 10 m× .
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解：以 sR 表示太阳的半径. 顶点在球心的立体角dΩ 在太阳表面所张的面

积为 2
sR dΩ . 假设太阳是黑体，根据斯特藩-玻耳兹曼定律（式（2.6.8）），单位

时间内在立体角dΩ内辐射的太阳辐射能量为
4 2 .sT R dΩσ （1）

单位时间内，在以太阳为中心，太阳与地球的平均距离 seR 为半径的球面上接

受到的在立体角dΩ内辐射的太阳辐射能量为
3 21.35 10 .seR dΩ×

令两式相等，即得
1

3 2 4

2

1.35 10 .se

s

RT
Rσ

⎛ ⎞× ×
= ⎜ ⎟
⎝ ⎠

（3）

将 , sRσ 和 seR 的数值代入，得

5760 .T K≈

2.15 计算热辐射在等温过程中体积由 1V 变到 2V 时所吸收的热量.

解：根据式（1.14.3），在可逆等温过程中系统吸收的热量为

.Q T S= ∆ （1）

式（2.6.4）给出了热辐射的熵函数表达式

34 .
3

S aT V= （2）

所以热辐射在可逆等温过程中体积由 1V 变到 2V 时所吸收的热量为

( )4
2 1

4 .
3

Q aT V V= − （3）

2.16 试讨论以平衡辐射为工作物质的卡诺循环，计算其效率.

解：根据式（2.6.1）和（2.6.3），平衡辐射的压强可表为

41 ,
3

p aT= （1）

因此对于平衡辐射等温过程也是等压过程. 式（2.6.5）给出了平衡辐射在可

逆绝热过程（等熵过程）中温度 T 与体积 V 的关系
3 ( ).T V C= 常量 （2）

将式（1）与式（2）联立，消去温度 T，可得平衡辐射在可逆绝热过程中压强

p 与体积V 的关系
4
3pV C′= （常量）. （3）
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下图是平衡辐射可逆卡诺循环的 p V− 图，其中等温线和绝热线的方程分别为

式（1）和式（3）.

下图是相应的T S− 图. 计算效率时应用T S− 图更为方便.

在由状态 A等温（温度为 1T ）膨胀至状态B的过程中，平衡辐射吸收的热

量为

( )1 1 2 1 .Q T S S= − （4）

在由状态C 等温（温度为 2T ）压缩为状态D的过程中，平衡辐射放出的热量为

( )2 2 2 1 .Q T S S= − （5）

循环过程的效率为

( )
( )

2 2 12 2

1 1 2 1 1

1 1 1 .
T S SQ T

Q T S S T
η

−
= − = − = −

−
（6）

2.17 如图所示，电介质的介电常量 ( ) DT
E

ε = 与温度有关. 试求电路为闭

路时电介质的热容量与充电后再令电路断开后的热容量之差.
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解：根据式（1.4.5），当介质的电位移有dD 的改变时，外界所做的功是

đ ,W VEdD= （1）

式中 E 是电场强度，V 是介质的体积. 本题不考虑介质体积的改变，V 可看作

常量. 与简单系统đW pdV= − 比较，在变换

,p E V VD→− → （2）

下，简单系统的热力学关系同样适用于电介质.

式（2.2.11）给出

.p V
V p

p VC C T
T T
∂ ∂⎛ ⎞ ⎛ ⎞− = ⎜ ⎟ ⎜ ⎟∂ ∂⎝ ⎠ ⎝ ⎠

（3）

在代换（2）下，有

,E D
D E

E DC C VT
T T
∂ ∂⎛ ⎞ ⎛ ⎞− = − ⎜ ⎟ ⎜ ⎟∂ ∂⎝ ⎠ ⎝ ⎠

（4）

式中 EC 是电场强度不变时介质的热容量， DC 是电位移不变时介质的热容量.

电路为闭路时，电容器两极的电位差恒定，因而介质中的电场恒定，所以 DC 也

就是电路为闭路时介质的热容量. 充电后再令电路断开，电容器两极有恒定

的电荷，因而介质中的电位移恒定，所以 DC 也就是充电后再令电路断开时介

质的热容量.

电介质的介电常量 ( ) DT
E

ε = 与温度有关，所以

,
E

D dEE
T dT
∂⎛ ⎞ =⎜ ⎟∂⎝ ⎠

2 ,
D

E D d
T dT

ε
ε

∂⎛ ⎞ = −⎜ ⎟∂⎝ ⎠
（5）

代入式（4），有

2E D
D d dC C VT E

dT dT
ε ε

ε
⎛ ⎞⎛ ⎞− = − −⎜ ⎟⎜ ⎟
⎝ ⎠⎝ ⎠
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22

3 .D dVT
dT
ε

ε
⎛ ⎞= ⎜ ⎟
⎝ ⎠

（6）

2.18 试证明磁介质 HC 与 MC 之差等于
2

0H M
M T

H MC C T
T H

µ
∂ ∂⎛ ⎞ ⎛ ⎞− = ⎜ ⎟ ⎜ ⎟∂ ∂⎝ ⎠ ⎝ ⎠

解：当磁介质的磁化强度有dM 的改变时，外界所做的功是

0đ ,W V HdMµ= （1）

式中 H 是电场强度，V 是介质的体积.不考虑介质体积的改变，V 可看作常量.

与简单系统đW pdV= − 比较，在变换

0p H, V VMµ→− → （2）

下，简单系统的热力学关系同样适用于磁介质.

式（2.2.11）给出

.p V
V p

p VC C T
T T
∂ ∂⎛ ⎞ ⎛ ⎞− = ⎜ ⎟ ⎜ ⎟∂ ∂⎝ ⎠ ⎝ ⎠

（3）

在代换（2）下，有

0H M
M H

H MC C T
T T

µ
∂ ∂⎛ ⎞ ⎛ ⎞− = − ⎜ ⎟ ⎜ ⎟∂ ∂⎝ ⎠ ⎝ ⎠

（4）

式中 HC 是磁场强度不变时介质的热容量， MC 是磁化强度不变时介质的热容量.

考虑到

1
H M T

M T H
T H M

∂ ∂ ∂⎛ ⎞ ⎛ ⎞ ⎛ ⎞ = −⎜ ⎟ ⎜ ⎟ ⎜ ⎟∂ ∂ ∂⎝ ⎠ ⎝ ⎠ ⎝ ⎠
（5）

（5）式解出
H

M
T

∂⎛ ⎞
⎜ ⎟∂⎝ ⎠

,代入(4)式,得

2

0H M
M T

H MC C T
T H

µ
∂ ∂⎛ ⎞ ⎛ ⎞− = ⎜ ⎟ ⎜ ⎟∂ ∂⎝ ⎠ ⎝ ⎠

2.19 已知顺磁物质遵从居里定律：

( ).CM H
T

= 居里定律

若维物质的温度不变，使磁场由0 增至 H，求磁化热.
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解：式（1.14.3）给出，系统在可逆等温过程中吸收的热量 Q 与其在过程

中的熵增加值∆S满足

.Q T S= ∆ （1）

在可逆等温过程中磁介质的熵随磁场的变化率为（式（2.7.7））

0 .
T H

S m
H T

µ
∂ ∂⎛ ⎞ ⎛ ⎞=⎜ ⎟ ⎜ ⎟∂ ∂⎝ ⎠ ⎝ ⎠

（2）

如果磁介质遵从居里定律

( ) ,CVm H C
T

= 是常量 （3）

易知

2
H

m CV H
T T
∂⎛ ⎞ = −⎜ ⎟∂⎝ ⎠

, （4）

所以

0 .
T

CV HS
H T

µ∂⎛ ⎞ = −⎜ ⎟∂⎝ ⎠ 2
（5）

在可逆等温过程中磁场由0 增至 H 时，磁介质的熵变为

2
0
20

.
2

H

T

CV HSS dH
H T

µ∂⎛ ⎞∆ = = −⎜ ⎟∂⎝ ⎠∫ （6）

吸收的热量为

2
0 .

2
CV HQ T S

T
µ

= ∆ = − （7）

2.20 已知超导体的磁感强度 0 ( ) 0B H Mµ= + = ，求证：

（a） MC 与 M 无关，只是 T 的函数，其中 MC 是磁化强度 M 保持不变时的

热容量.

（b）
2

0
0.2M

MU C dT Uµ
= − +∫

（c） 0.MCS dT S
T

= +∫
解：先对超导体的基本电磁学性质作一粗浅的介绍.

1911年昂尼斯（Onnes）发现水银的电阻在 4.2K左右突然降低为零，如
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图所示. 这种在低温下发生的零电阻现象称为超导电性. 具有超导电性质的

材料称为超导体. 电阻突然消失的温度称为超导体的临界温度. 开始人们将

超导体单纯地理解为具有无穷电导率的导体. 在导体中电流密度 eJJJJ 与电场强

度 E 满足欧姆定律

.eJE
σ

= （1）

如果电导率σ →∞，导体内的电场强度将为零. 根据法拉第定律，有

,BV E
t

∂
× = −

∂
（2）

因此对于具有无穷电导率的导体，恒有

0.B
t

∂
=

∂
（3）

下图（a）显示具有无穷电导率的导体的特性，如果先将样品降温到临界温度

以下，使之转变为具有无穷电导率的导体，然后加上磁场，根据式（3）样品

内的 B 不发生变化，即仍有

0B =

但如果先加上磁场，然后再降温到临界温度以下，根据式（3）样品内的 B 也

不应发生变化，即

0.B ≠

这样一来，样品的状态就与其经历的历史有关，不是热力学平衡状态了. 但

是应用热力学理论对超导体进行分析，其结果与实验是符合的. 这种情况促
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使人们进行进一步的实验研究.

1933 年迈斯纳（Meissner）将一圆柱形样品放置在垂置于其轴线的磁场

中，降低到临界温度以下，使样品转变为超导体，发现磁通量完全被排斥于

样品之外，即超导体中的 B 恒为零：

( )0 0.B H Mµ= + = （4）

这一性质称为完全抗磁性. 上图（b）画出了具有完全抗磁性的样品在先冷却

后加上磁场和先加上磁场后冷却的状态变化，显示具有完全抗磁性的超导体，

其状态与历史无关.

1953年弗·伦敦（F.London）和赫·伦敦（H.London）兄弟二人提出了

一个唯象理论，从统一的观点概括了零电阻和迈斯纳效应，相当成功地预言

了超导体的一些电磁学性质.

他们认为，与一般导体遵从欧姆定律不同，由于零电阻效应，超导体中

电场对电荷的作用将使超导电子加速. 根据牛顿定律，有

,m qE=vvvv̇ （5）

式中m 和q分别是超导电子的质量和电荷， v̇vvv是其加速度. 以 sn 表示超导电子

的密度，超导电流密度 sJJJJ 为

.=s sn qvvvvJJJJ （6）

综合式（5）和式（6），有
1 ,st Λ

∂
=

∂
J EJ EJ EJ E （7）

其中

2 .
s

mΛ
n q

= （8）

将式（7）代入法拉第定律（2），有
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,sΛ
t t
∂ ∂⎡ ⎤∇× = −⎢ ⎥∂ ∂⎣ ⎦

BBBBJJJJ

或

[ ]( ) 0.sΛ
t
∂

∇× + =
∂

J BJ BJ BJ B （9）

式（9）意味着 ( )sΛ∇× +J BJ BJ BJ B不随时间变化，如果在某一时刻，有

( ) ,sΛ∇× = −J BJ BJ BJ B （10）

则在任何时刻式（10）都将成立. 伦敦假设超导体满足式（10）.

下面证明，在恒定电磁场的情形下，根据电磁学的基本规律和式（10）

可以得到迈斯纳效应. 在恒定电磁场情形下，超导体内的电场强度显然等于

零，否则 sJJJJ 将无限增长，因此安培定律给出

0 .sµ∇× =B JB JB JB J （11）

对上式取旋度，有

0
0( ) ,s Λ

µ
µ∇× ∇× ∇× = −B J BB J BB J BB J B （12）

其中最后一步用了式（10）. 由于
2( ) ( ) .∇× ∇× = ∇ ∇⋅ −∇B B BB B BB B BB B B

而 0∇⋅ =BBBB ，因此式（12）给出

2 0µ
Λ

∇ =B BB BB BB B （13）

式（13）要求超导体中 BBBB从表面随浓度很快地减少. 为简单起见，我们讨论

一维情形. 式（13）的一维解是
0

.
x

Λe
µ

±
≈BBBB （14）

式（14）表明超导体中BBBB随深度 x按指数衰减.如果 2310 cmsn ≈ ，可以得到

6

0

2 10 cmΛ .
µ

−≈ ×

这样伦敦理论不仅说明了迈斯纳效应，而且预言磁屏蔽需要一个有限的厚度，

磁场的穿透浓度是 -610 cm的量级. 实验证实了这一预言.

综上所述，伦敦理论用式（7）和式（10）

s ,

( )s

t
Λ

Λ

∂
=

∂
∇× = −

J BJ BJ BJ B

J BJ BJ BJ B
（15）

来概括零电阻和迈斯纳效应，以式（15）作为决定超导体电磁性质的基本方
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程. 迈斯纳效应的实质是，磁场中的超导体会在表面产生适当的超导电流分

布，使超导体内部 0.=BBBB 由于零电阻，这超导电流是永久电流，不会衰减. 在

外磁场改变时，表面超导电流才会相应地改变.

伦敦理论是一个唯象理论. 1957 年巴丁、库柏和徐瑞佛（Bardeen，Cooper，
Schriffer）发展了超导的微观理论，阐明了低温超导的微观机制，并对超导体

的宏观特性给予统计的解释.

下面回到本题的求解. 由式（3）知，在超导体内部恒有

,M H= − （16）

这是超导体独特的磁物态方程. 通常的磁物态方程 ( , , ) 0f H M T = 对超导体约

化为式（16）.根据式（16），有

0,

0.

H

M

M
T
H
T

∂⎛ ⎞ =⎜ ⎟∂⎝ ⎠
∂⎛ ⎞ =⎜ ⎟∂⎝ ⎠

（17）

（a）考虑单位体积的超导体. 式（2.7.2）给出准静态过程中的微功为

0đ .W HdMµ= （18）

与简单系统的微功đW pdV= − 比较知在代换

0 ,p H V Mµ→ →

下，简单系统得到的热力学关系同样适用于超导体. 2.9 题式（2）给出

2

2 .V

T V

C pT
V T

⎛ ⎞∂ ∂⎛ ⎞ = ⎜ ⎟⎜ ⎟∂ ∂⎝ ⎠ ⎝ ⎠

超导体相应的热力学关系为

2

0 2 0.M

T M

C HT
Μ T

µ
⎛ ⎞∂ ∂⎛ ⎞ = − =⎜ ⎟⎜ ⎟∂ ∂⎝ ⎠ ⎝ ⎠

（19）

最后一步用了式（17）. 由式（19）可知， MC 与 M 无关，只是 T 的函数.

（b）相应于简单系统的（2.2.7）式

,
T V

U pT p
V T
∂ ∂⎛ ⎞ ⎛ ⎞= −⎜ ⎟ ⎜ ⎟∂ ∂⎝ ⎠ ⎝ ⎠

超导体有

0 0 0 ,
T M

U ΗT H M
Μ T

µ µ µ
∂ ∂⎛ ⎞ ⎛ ⎞= − + = −⎜ ⎟ ⎜ ⎟∂ ∂⎝ ⎠ ⎝ ⎠

（20）
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其中第二步用了式（17）.

以 ,T M 为自变量，内能的全微分为

0 .
M T

M

U UdU dT dM
T M

C dT MdMµ

∂ ∂⎛ ⎞ ⎛ ⎞= +⎜ ⎟ ⎜ ⎟∂ ∂⎝ ⎠ ⎝ ⎠
= −

积分得超导体内能的积分表达式为

2
0

0.2M
MU C dT Uµ

= − +∫ （21）

第一项是不存在磁场时超导体的内能，第二项代表外磁场使超导体表面感生

超导电流的能量. 第二项是负的，这是式（16）的结果，因此处在外磁场中

超导体的内能低于无磁场时的内能.

（c）相应于简单系统的（2.4.5）式

0 ,V

V

C pS dT dV S
T T

⎡ ⎤∂⎛ ⎞= + +⎜ ⎟⎢ ⎥∂⎝ ⎠⎣ ⎦
∫

超导体有

0 0
M

M

C ΗS dT dM S
T T

µ
∂⎛ ⎞= − +⎜ ⎟∂⎝ ⎠∫

0 ,MC dT S
T

= +∫ （22）

第二步用了式（17）. 这意味着，处在外磁场中超导体表面的感生超导电流

对熵（无序度）没有贡献.

补充题 1 温度维持为25 C� ，压强在 0至1000 np 之间，测得水的实验数据

如下：

( )3 6 3 1 14.5 10 1.4 10 cm mol K .
p

V p
T

− − − −∂⎛ ⎞ = × + × ⋅ ⋅⎜ ⎟∂⎝ ⎠

若在 25 C� 的恒温下将水从1 np 加压至1000 np ，求水的熵增加值和从外界吸收的

热量.

解：将题给的
p

V
T
∂⎛ ⎞

⎜ ⎟∂⎝ ⎠
记为
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.
p

V a bp
T
∂⎛ ⎞ = +⎜ ⎟∂⎝ ⎠

（1）

由吉布斯函数的全微分

dG SdT Vdp= − +

得麦氏关系

.
p T

V S
T p

⎛ ⎞∂ ∂⎛ ⎞ = −⎜ ⎟⎜ ⎟∂ ∂⎝ ⎠ ⎝ ⎠
（2）

因此水在过程中的熵增加值为

( )

2

1

2

1

2

1

p

P
T

p

p
p

p

p

SS dp
P

V dp
T

a bp dp

∂⎛ ⎞∆ = ⎜ ⎟∂⎝ ⎠
∂⎛ ⎞= − ⎜ ⎟∂⎝ ⎠

= − +

∫

∫

∫

( ) ( )2 2
2 1 2 1 .

2
ba p p p p⎡ ⎤= − − + −⎢ ⎥⎣ ⎦

（3）

将 1 1 , 1000n n np p p p= = 代入，得
1 10.527 J mol K .S − −∆ = − ⋅ ⋅

根据式（1.14.4），在等温过程中水从外界吸收的热量 Q 为

( ) 1

1

298 0.527 J mol

157 J mol .

Q T S
−

−

= ∆

= × − ⋅

= − ⋅

补充题 2 试证明范氏气体的摩尔定压热容量与摩尔定容热容量之差为

( ), , 2

3

.
2

1
p m V m

m

m

RC C
a V b

V RT

− =
−

−

解：根据式（2.2.11），有

, , .
m

m
p m V m

V p

VpC C T
T T

∂∂ ⎛ ⎞⎛ ⎞− = ⎜ ⎟ ⎜ ⎟∂ ∂⎝ ⎠ ⎝ ⎠
（1）

由范氏方程

2
m m

RT ap
V b V

= −
−

易得
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,
mV m

p R
T V b
∂⎛ ⎞ =⎜ ⎟∂ −⎝ ⎠

( )2 3

2 .
m mT m

p RT a
V VV b

⎛ ⎞∂
= − +⎜ ⎟∂ −⎝ ⎠

（2）

但

1,
m

m

V m Tp

Vp T
T V p

⎛ ⎞ ⎛ ⎞∂∂ ∂⎛ ⎞ = −⎜ ⎟ ⎜ ⎟⎜ ⎟∂ ∂ ∂⎝ ⎠ ⎝ ⎠⎝ ⎠

所以

mVm

p

m T

p
TV

T p
V

∂⎛ ⎞
⎜ ⎟∂⎝ ⎠∂⎛ ⎞ = −⎜ ⎟∂ ⎛ ⎞∂⎝ ⎠
⎜ ⎟∂⎝ ⎠

( )
( )

3

23
,

2
m m

m m

RV V b
RTV a V b

−
=

− −
（3）

代入式（1），得

( ), , 2

3

.
2

1
p m V m

m

m

RC C
a V b

RTV

− =
−

−

（4）

补充题 3 承前 1.6 和第一章补充题 3，试求将理想弹性体等温可逆地由

0L 拉长至 02L 时所吸收的热量和内能的变化.

解：式（2.4.4）给出，以 ,T V 为自变量的简单系统，熵的全微分为

.V

V

C pdS dT dV
T T

∂⎛ ⎞= + ⎜ ⎟∂⎝ ⎠
（1）

对于本题的情形，作代换

, ,V L p→ →−J （2）

即有

.L
L

JTdS C dT T dL
T
∂⎛ ⎞= − ⎜ ⎟∂⎝ ⎠

（3）

将理想弹性体等温可逆地由 0L 拉长至 02L 时所吸收的热量 Q 为
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0

0

2
.

L

L
L

Q TdS T dL
T
∂⎛ ⎞= = − ⎜ ⎟∂⎝ ⎠∫ ∫
J

（4）

由

2
0
2

0

LLJ bT
L L

⎛ ⎞
= −⎜ ⎟

⎝ ⎠

可得

2 2
0 0 0
2 2

0 0 0

2 1 ,
L

L L dLJ L Lb bT
T L L L L L dT

⎛ ⎞ ⎛ ⎞∂⎛ ⎞ = − − +⎜ ⎟ ⎜ ⎟⎜ ⎟∂⎝ ⎠ ⎝ ⎠ ⎝ ⎠
（5）

代入式（4）可得

0 0

0 0

2 22 220 0
02 2

0 0

2L L

L L

L LL LQ bT dL bT a dL
L L L L

⎛ ⎞ ⎛ ⎞
= − − + +⎜ ⎟ ⎜ ⎟

⎝ ⎠ ⎝ ⎠
∫ ∫

0 0
51 ,
2

bTL a T⎛ ⎞= − −⎜ ⎟
⎝ ⎠

（6）

其中 0
0

0

1 .dL
L dT

α =

过程中外界所做的功为

0 0

0 0

22 2 0
02

0

,
L L

L L

LLW JdL bT dL bTL
L L

⎛ ⎞
= = − =⎜ ⎟

⎝ ⎠
∫ ∫ （7）

故弹性体内能的改变为

2
0 0

5 .
2

U W Q bT Lα∆ = + = （8）

补充题 4 承上题. 试求该弹性体在可逆绝热过程中温度随长度的变化

率.

解：上题式（3）已给出

.L
L

JTdS C dT T dL
T
∂⎛ ⎞= − ⎜ ⎟∂⎝ ⎠

（1）

在可逆绝热过程中 0dS = ，故有

.
S LL

T T J
L C T
∂ ∂⎛ ⎞ ⎛ ⎞=⎜ ⎟ ⎜ ⎟∂ ∂⎝ ⎠ ⎝ ⎠

（2）

将习题 2.15 式（5）求得的
L

J
T
∂⎛ ⎞

⎜ ⎟∂⎝ ⎠
代入，可得



52

2 2
0 0

02 2
0 0

2 .
S L

L LT bT L LT
L C L L L L

α
⎡ ⎤⎛ ⎞ ⎛ ⎞∂⎛ ⎞ = − − +⎢ ⎥⎜ ⎟ ⎜ ⎟⎜ ⎟∂⎝ ⎠ ⎝ ⎠ ⎝ ⎠⎣ ⎦

（3）

补充题 5 实验测得顺磁介质的磁化率 ( )Tχ . 如果忽略其体积变化，试求

特性函数 ( , )f M T ，并导出内能和熵.

解：在磁介质的体积变化可以忽略时，单位体积磁介质的磁化功为（式

（2.7.2））

0đ .W HdMµ= （1）

其自由能的全微分为

0 .df SdT MdMµ= − +

将 ( )χ= TM H 代入，可将上式表为

0 .Mdf SdT dMµ
χ

= − + （2）

在固定温度下将上式对 M 积分，得

2
0( , ) ( , 0).
2 ( )

Mf T M f T
T

µ
χ

= + （3）

( , )f T M 是特性函数. 单位体积磁介质的熵为

( ),
M

S f T M
T
∂⎡ ⎤= − ⎢ ⎥∂⎣ ⎦

20
2

1 ( ,0).
2

dM S T
dT

µ χ
χ

= + （4）

单位体积的内能为

2
20 0

02 .
2 2

M dU f TS M T U
dT

µ µ χ
χ χ

= + = + + （5）

第三章 单元系的相变

3.1 证明下列平衡判据（假设 S>0）；
（a）在 ,S V 不变的情形下，稳定平衡态的U 最小.

（b）在 ,S p不变的情形下，稳定平衡态的H 最小.
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（c）在 ,H p不变的情形下，稳定平衡态的S 最小.

（d）在 ,F V 不变的情形下，稳定平衡态的T 最小.

（e）在 ,G p不变的情形下，稳定平衡态的T 最小.

（f）在 ,U S 不变的情形下，稳定平衡态的V 最小.

（g）在 ,F T 不变的情形下，稳定平衡态的V 最小.

解：为了判定在给定的外加约束条件下系统的某状态是否为稳定的平衡

状态，设想系统围绕该状态发生各种可能的自发虚变动. 由于不存在自发的

可逆变动，根据热力学第二定律的数学表述（式（1.16.4）），在虚变动中必有

đ ,U T S Wδ δ< + （1）

式中 Uδ 和 Sδ 是虚变动前后系统内能和熵的改变， đW 是虚变动中外界所做的

功，T 是虚变动中与系统交换热量的热源温度. 由于虚变动只涉及无穷小的变

化，T 也等于系统的温度. 下面根据式（1）就各种外加约束条件导出相应的

平衡判据.

（a）在 ,S V 不变的情形下，有

0,
đ 0.

S
W

δ =
=

根据式（1），在虚变动中必有

0.Uδ < （2）

如果系统达到了U 为极小的状态，它的内能不可能再减少，系统就不可能自

发发生任何宏观的变化而处在稳定的平衡状态，因此，在 ,S V 不变的情形下，

稳定平衡态的U 最小.

（b）在 ,S p 不变的情形下，有

0,
đ ,

S
W pdV

δ =
= −

根据式（1），在虚变动中必有

0,U p Vδ δ+ <

或

0.Hδ < （3）

如果系统达到了 H 为极小的状态，它的焓不可能再减少，系统就不可能自发

发生任何宏观的变化而处在稳定的平衡状态，因此，在 ,S p 不变的情形下，

稳定平衡态的 H 最小.
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（c）根据焓的定义H U pV= + 和式（1）知在虚变动中必有

đ .H T S V p p V Wδ δ δ δ< + + +

在 H和 p 不变的的情形下，有

0,
0,

đ ,

H
p
W p V

δ
δ

δ

=
=
= −

在虚变动中必有

0.T Sδ > （4）

如果系统达到了S 为极大的状态，它的熵不可能再增加，系统就不可能自发发

生任何宏观的变化而处在稳定的平衡状态，因此，在 ,H p不变的情形下，稳

定平衡态的 S 最大.

（d）由自由能的定义F U TS= − 和式（1）知在虚变动中必有

đ .F S T Wδ δ< − +

在F 和V 不变的情形下，有

0,
đ 0,

F
W

δ =
=

故在虚变动中必有

0.S Tδ < （5）

由于 0S > ，如果系统达到了T 为极小的状态，它的温度不可能再降低，系统就

不可能自发发生任何宏观的变化而处在稳定的平衡状态，因此，在 ,F V 不变

的情形下，稳定平衡态的T 最小.

（e）根据吉布斯函数的定义G U TS pV= − + 和式（1）知在虚变动中必有

đ .G S T p V V p Wδ δ δ δ< − + + −

在 ,G p不变的情形下，有

0,
0,

đ ,

G
p
W p V

δ
δ

δ

=
=
= −

故在虚变动中必有

0.S Tδ < （6）

由于 0S > ，如果系统达到了T 为极小的状态，它的温度不可能再降低，系统就

不可能自发发生任何宏观的变化而处在稳定的平衡状态，因此，在 ,G p不变

的情形下，稳定的平衡态的T 最小.
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（f）在 ,U S 不变的情形下，根据式（1）知在虚变动中心有

đ 0.W >

上式表明，在 ,U S 不变的情形下系统发生任何的宏观变化时，外界必做功，

即系统的体积必缩小. 如果系统已经达到了V 为最小的状态，体积不可能再缩

小，系统就不可能自发发生任何宏观的变化而处在稳定的平衡状态，因此，

在 ,U S 不变的情形下，稳定平衡态的V 最小.

（g）根据自由能的定义F U TS= − 和式（1）知在虚变动中必有

δ δ đ .F S T W< − +

在 ,F T 不变的情形下，有

δ 0,
δ 0,
F
T
=
=

必有

đ 0W > （8）

上式表明，在 ,F T 不变的情形下，系统发生任何宏观的变化时，外界必做功，

即系统的体积必缩小. 如果系统已经达到了V 为最小的状态，体积不可能再缩

小，系统就不可能自发发生任何宏观的变化而处在稳定的平衡状态，因此，

在 ,F T 不变的情形下，稳定平衡态的V 最小.

3.2 试由式（3.1.12）导出式（3.1.13）
解：式（3.1.12）为

( ) ( )
2 2 2

2 22
2 2δ δ 2 δ δ δ 0.S S SS U U V V

U U V V
⎡ ⎤⎛ ⎞ ⎛ ⎞∂ ∂ ∂

= + + <⎢ ⎥⎜ ⎟ ⎜ ⎟∂ ∂ ∂ ∂⎝ ⎠ ⎝ ⎠⎣ ⎦
（1）

将 2δ S 改写为

2δ δ δ δ δ δ δ .S S S SS U V U U V V
U U V U U V V V

⎡ ∂ ∂ ∂ ∂ ⎤ ⎡ ∂ ∂ ∂ ∂ ⎤⎛ ⎞ ⎛ ⎞ ⎛ ⎞ ⎛ ⎞= + + +⎜ ⎟ ⎜ ⎟ ⎜ ⎟ ⎜ ⎟⎢ ⎥ ⎢ ⎥∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂⎝ ⎠ ⎝ ⎠ ⎝ ⎠ ⎝ ⎠⎣ ⎦ ⎣ ⎦
（2）

但由热力学基本方程

TdS dU pdV= +

可得

1 , ,
V U

S S p
U T V T
∂ ∂⎛ ⎞ ⎛ ⎞= =⎜ ⎟ ⎜ ⎟∂ ∂⎝ ⎠ ⎝ ⎠

（3）

代入式（2），可将式（1）表达为
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2 1 1δ δ δ δ δ δ δS p pS U V U U V V
U T V T U T V T

⎡ ∂ ∂ ⎤ ⎡ ∂ ∂ ⎤⎛ ⎞ ⎛ ⎞ ⎛ ⎞ ⎛ ⎞= + + +⎜ ⎟ ⎜ ⎟ ⎜ ⎟ ⎜ ⎟⎢ ⎥ ⎢ ⎥∂ ∂ ∂ ∂⎝ ⎠ ⎝ ⎠ ⎝ ⎠ ⎝ ⎠⎣ ⎦ ⎣ ⎦

1δ δ δ δ 0.pU V
T T

⎡ ⎤⎛ ⎞ ⎛ ⎞= + <⎜ ⎟ ⎜ ⎟⎢ ⎥⎝ ⎠ ⎝ ⎠⎣ ⎦
（4）

以 ,T V 为自变量，有

δ δ δ
V T

U UU T V
T V

∂ ∂⎛ ⎞ ⎛ ⎞= +⎜ ⎟ ⎜ ⎟∂ ∂⎝ ⎠ ⎝ ⎠

δ δ ,V
V

pC T T p V
T

⎡ ⎤∂⎛ ⎞= + −⎜ ⎟⎢ ⎥∂⎝ ⎠⎣ ⎦
（5）

1 1 1δ δ δ
V T

T V
T T T V T

∂ ∂⎛ ⎞ ⎛ ⎞ ⎛ ⎞= +⎜ ⎟ ⎜ ⎟ ⎜ ⎟∂ ∂⎝ ⎠ ⎝ ⎠ ⎝ ⎠

2

1 δ ,T
T

= − （6）

δ δ δ
V T

p p pT V
T T T V T

∂ ∂⎛ ⎞ ⎛ ⎞ ⎛ ⎞= +⎜ ⎟ ⎜ ⎟ ⎜ ⎟∂ ∂⎝ ⎠ ⎝ ⎠ ⎝ ⎠

2

1 1δ δ .
V T

p pT p T V
T T T V

⎡ ⎤∂ ∂⎛ ⎞ ⎛ ⎞= − +⎜ ⎟ ⎜ ⎟⎢ ⎥∂ ∂⎝ ⎠ ⎝ ⎠⎣ ⎦
（7）

将式（5）—（7）代入式（4），即得

( ) ( )2 22
2

1δ δ δ 0,V

T

C pS T V
T T V

∂⎛ ⎞= − + <⎜ ⎟∂⎝ ⎠
（8）

这就是式（3.1.13）.

3.3 试由 0VC > 及 0
T

p
V
∂⎛ ⎞ <⎜ ⎟∂⎝ ⎠

证明 0pC > 及 0.
S

p
V
∂⎛ ⎞ <⎜ ⎟∂⎝ ⎠

解：式（2.2.12）给出

2

.p V
T

VTC C α
κ

− = （1）

稳定性条件（3.1.14）给出

0, 0,V
T

pC
V
∂⎛ ⎞> <⎜ ⎟∂⎝ ⎠

（2）

其中第二个不等式也可表为
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1 0,T
T

V
V p

κ
⎛ ⎞∂

= − >⎜ ⎟∂⎝ ⎠
（3）

故式（1）右方不可能取负值. 由此可知

0,p VC C≥ > （4）

第二步用了式（2）的第一式.

根据式（2.2.14），有

.S S V

T p

T

V
p C

CV
p

κ
κ

⎛ ⎞∂
⎜ ⎟∂⎝ ⎠= =
⎛ ⎞∂
⎜ ⎟∂⎝ ⎠

（5）

因为 V

p

C
C

恒正，且 1V

p

C
C

≤ ，故

0,
S T

V V
p p

⎛ ⎞ ⎛ ⎞∂ ∂
≤ <⎜ ⎟ ⎜ ⎟∂ ∂⎝ ⎠ ⎝ ⎠

（6）

第二步用了式（2）的第二式.

3.4 求证：

（a）
, ,

;
V n T V

S
T n
µ∂ ∂⎛ ⎞ ⎛ ⎞= −⎜ ⎟ ⎜ ⎟∂ ∂⎝ ⎠ ⎝ ⎠

（b）
,,

.
T pt n

V
p n
µ⎛ ⎞∂ ∂⎛ ⎞=⎜ ⎟ ⎜ ⎟∂ ∂⎝ ⎠⎝ ⎠

解：（a）由自由能的全微分（式（3.2.9））
dF SdT pdV dnµ= − − + （1）

及偏导数求导次序的可交换性，易得

, ,

.
V n T V

S
T n
µ∂ ∂⎛ ⎞ ⎛ ⎞= −⎜ ⎟ ⎜ ⎟∂ ∂⎝ ⎠ ⎝ ⎠

（2）

这是开系的一个麦氏关系.

（b）类似地，由吉布斯函数的全微分（式（3.2.2））
dG SdT Vdp dnµ= − + + （3）

可得

,,

.
T pT n

V
p n
µ⎛ ⎞∂ ∂⎛ ⎞=⎜ ⎟ ⎜ ⎟∂ ∂⎝ ⎠⎝ ⎠

（4）

这也是开系的一个麦氏关系.
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3.5 求证：

, ,

.
T V V n

U T
n T

µ
µ

∂ ∂⎛ ⎞ ⎛ ⎞− = −⎜ ⎟ ⎜ ⎟∂ ∂⎝ ⎠ ⎝ ⎠

解：自由能F U TS= − 是以 , ,T V n为自变量的特性函数，求F 对n的偏导数

（ ,T V 不变），有

, , ,

.
T V T V T V

F U ST
n n n

∂ ∂ ∂⎛ ⎞ ⎛ ⎞ ⎛ ⎞= −⎜ ⎟ ⎜ ⎟ ⎜ ⎟∂ ∂ ∂⎝ ⎠ ⎝ ⎠ ⎝ ⎠
（1）

但由自由能的全微分

dF SdT pdV dnµ= − − +

可得

,

, ,

,

,

T V

T V V n

F
n
S
n T

µ

µ

∂⎛ ⎞ =⎜ ⎟∂⎝ ⎠

∂ ∂⎛ ⎞ ⎛ ⎞= −⎜ ⎟ ⎜ ⎟∂ ∂⎝ ⎠ ⎝ ⎠

（2）

代入式（1），即有

, ,

.
T V V n

U T
n T

µ
µ

∂ ∂⎛ ⎞ ⎛ ⎞− = −⎜ ⎟ ⎜ ⎟∂ ∂⎝ ⎠ ⎝ ⎠
（3）

3.6 两相共存时，两相系统的定压热容量 p
p

SC T
T
∂⎛ ⎞= ⎜ ⎟∂⎝ ⎠

，体胀系数

1
p

V
V T

α
∂⎛ ⎞= ⎜ ⎟∂⎝ ⎠

和等温压缩系数
1

T
T

V
V p

κ
⎛ ⎞∂

= − ⎜ ⎟∂⎝ ⎠
均趋于无穷，试加以说明.

解：我们知道，两相平衡共存时，两相的温度、压强和化学势必须相等.

如果在平衡压强下，令两相系统准静态地从外界吸取热量，物质将从比熵较

低的相准静态地转移到比熵较高的相，过程中温度保持为平衡温度不变. 两

相系统吸取热量而温度不变表明它的（定压）热容量 pC 趋于无穷. 在上述过

程中两相系统的体积也将发生变化而温度保持不变，说明两相系统的体胀系

数
1

p

V
V T

α
∂⎛ ⎞= ⎜ ⎟∂⎝ ⎠

也趋于无穷. 如果在平衡温度下，以略高（相差无穷小）于平衡

压强的压强准静态地施加于两相系统，物质将准静态地从比容较高的相转移
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到比容较低的相，使两相系统的体积发生改变. 无穷小的压强导致有限的体

积变化说明，两相系统的等温压缩系数
1

T
T

V
V p

κ
⎛ ⎞∂

= − ⎜ ⎟∂⎝ ⎠
也趋于无穷.

3.7 试证明在相变中物质摩尔内能的变化为

1 .m
p dTU L
T dp

⎛ ⎞
∆ = −⎜ ⎟

⎝ ⎠

如果一相是气相，可看作理想气体，另一相是凝聚相，试将公式化简.

解：发生相变物质由一相转变到另一相时，其摩尔内能 mU 、摩尔焓 mH 和

摩尔体积 mV 的改变满足

.m m mU H p V∆ = ∆ − ∆ （1）

平衡相变是在确定的温度和压强下发生的，相变中摩尔焓的变化等于物质在

相变过程中吸收的热量，即相变潜热L：

.mH L∆ =

克拉珀龙方程（式（3.4.6））给出

,
m

dp L
dT T V

=
∆

（3）

即

.m
L dTV
T dp

∆ = （4）

将式（2）和式（4）代入（1），即有

1 .m
p dTU L
T dp

⎛ ⎞
∆ = −⎜ ⎟

⎝ ⎠
（5）

如果一相是气体，可以看作理想气体，另一相是凝聚相，其摩尔体积远小于

气相的摩尔体积，则克拉珀龙方程简化为

2 .
dp Lp
dT RT

= （6）

式（5）简化为

1 .m
RTU L
L

⎛ ⎞∆ = −⎜ ⎟
⎝ ⎠

（7）
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3.8 在三相点附近，固态氨的蒸气压（单位为 Pa）方程为
3754ln 27.92 .p

T
= −

液态氨的蒸气压力方程为
3063ln 24.38 .p

T
= −

试求氨三相点的温度和压强，氨的汽化热、升华热及在三相点的熔解热.

解：固态氨的蒸气压方程是固相与气相的两相平衡曲线，液态氨的蒸气

压方程是液相与气想的两相平衡曲线. 三相点的温度 tT 可由两条相平衡曲线

的交点确定：

3754 306327.92 24.38 ,
t tT T

− = − （1）

由此解出

195.2 .tT K=

将 tT 代入所给蒸气压方程，可得

5934Pa .tp =

将所给蒸气压方程与式（3.4.8）

In Lp A
RT

= − + （2）

比较，可以求得
4

4

3.120 10 J,

2.547 10 J.

L

L

= ×

= ×
升

汽

氨在三相点的熔解热L溶等于
40.573 10 J.L L L= − = ×溶 升 汽

3.9 以C β
α 表示在维持 β 相与α 相两相平衡的条件下1molβ 相物质升高

1K所吸收的热量，称为β 相的两相平衡摩尔热容量，试证明：

.m
p

m m p

VLC C
V V T

β
β β
α β α

⎛ ⎞∂
= − ⎜ ⎟− ∂⎝ ⎠

如果 β 相是蒸气，可看作理想气体，α 相是凝聚相，上式可简化为

,p
LC C
T

β β
α = −

并说明为什么饱和蒸气的热容量有可能是负的.
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解：根据式（1.14.4），在维持 β 相与α 相两相平衡的条件下，使1molβ 相

物质温度升高 1K所吸收的热量C β
α 为

.m m m

p T

dS S S dpC T T T
dT T p dT

β β β
β
α

⎛ ⎞ ⎛ ⎞ ⎛ ⎞∂ ∂
= = +⎜ ⎟ ⎜ ⎟ ⎜ ⎟∂ ∂⎝ ⎠ ⎝ ⎠ ⎝ ⎠

（1）

式（2.2.8）和（2.2.4）给出

,

.

m
p

p

m m

T p

ST C
T

S V
p T

β
β

β β

⎛ ⎞∂
=⎜ ⎟∂⎝ ⎠

⎛ ⎞ ⎛ ⎞∂ ∂
= −⎜ ⎟ ⎜ ⎟∂ ∂⎝ ⎠ ⎝ ⎠

（2）

代入式（1）可得

.m
p

p

V dpC C T
T dT

β
β β
α

⎛ ⎞∂
= − ⎜ ⎟∂⎝ ⎠

（3）

将克拉珀龙方程代入，可将式（3）表为

.m
p

m m p

VLC C
V V T

β
β β
α β α

⎛ ⎞∂
= − ⎜ ⎟− ∂⎝ ⎠

（4）

如果 β 相是气相，可看作理想气体，α 相是凝聚相， m mV Vα β≪ ，在式（4）

中略去 mV α ，且令 mpV RTβ = ，式（4）可简化为

.p
LC C
T

β β
α = − （5）

C β
α 是饱和蒸气的热容量. 由式（5）可知，当 p

LC
T

β < 时，C β
α 是负的.

3.10 试证明，相变潜热随温度的变化率为

.m m
p p

m mp p

V VdL L LC C
dT T T T V V

β α
β α

β α

⎡ ⎤⎛ ⎞ ⎛ ⎞∂ ∂
= − + − −⎢ ⎥⎜ ⎟ ⎜ ⎟∂ ∂ −⎢ ⎥⎝ ⎠ ⎝ ⎠⎣ ⎦

如果 β 相是气相，α 相是凝聚相，试证明上式可简化为

.p p
dL C C
dT

β α= −

解: 物质在平衡相变中由α 相转变为 β 相时，相变潜热 L 等于两相摩尔焓

之差：

.m mL H Hβ α= − （1）

相变潜热随温度的变化率为
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.m m m m

p T p T

H H H HdL dp dp
dT T p dT T p dT

β β α α⎛ ⎞ ⎛ ⎞ ⎛ ⎞ ⎛ ⎞∂ ∂ ∂ ∂
= + − −⎜ ⎟ ⎜ ⎟ ⎜ ⎟ ⎜ ⎟∂ ∂ ∂ ∂⎝ ⎠ ⎝ ⎠ ⎝ ⎠ ⎝ ⎠

（2）

式（2.2.8）和（2.2.10）给出

,

,

p
p

pT

HC
T

H VV T
p T

∂⎛ ⎞= ⎜ ⎟∂⎝ ⎠

⎛ ⎞∂ ∂⎛ ⎞= −⎜ ⎟ ⎜ ⎟∂ ∂⎝ ⎠⎝ ⎠

（3）

所以

( ) .m m
p p m m

p p

V VdL dp dpC C V V T
dT dT T T dT

β α
β α β α

⎡ ⎤⎛ ⎞ ⎛ ⎞∂ ∂
= − + − − −⎢ ⎥⎜ ⎟ ⎜ ⎟∂ ∂⎢ ⎥⎝ ⎠ ⎝ ⎠⎣ ⎦

将式中的
dp
dT

用克拉珀龙方程（3.4.6）代入，可得

,m m
p p

m mp p

V VdL L LC C
dT T T T V V

β α
β α

β α

⎡ ⎤⎛ ⎞ ⎛ ⎞∂ ∂
= − + − −⎢ ⎥⎜ ⎟ ⎜ ⎟∂ ∂ −⎢ ⎥⎝ ⎠ ⎝ ⎠⎣ ⎦

（4）

这是相变潜热随温度变化的公式.

如果 β 相是气相，α 相是凝聚相，略去 mV α 和 m

p

V
T

α⎛ ⎞∂
⎜ ⎟∂⎝ ⎠

，并利用 mpV RTβ = ，可

将式（4）简化为

.p p
dL C C
dT

β α= − （5）

3.11 根据式（3.4.7），利用上题的结果计及潜热 L 是温度的函数，但假

设温度的变化范围不大，定压热容量可以看作常量，试证明蒸气压方程可以

表为

ln ln .Bp A C T
T

= − +

解: 式（3.4.7）给出了蒸气与凝聚相两平衡曲线斜率的近似表达式

2

1 .dp L
p dT RT

= （1）

一般来说，式中的相变潜热L 是温度的函数. 习题 3.10 式（5）给出

.p p
dL C C
dT

β α= − （2）

在定压热容量看作常量的近似下，将式（2）积分可得



63

( )0 ,p pL L C C Tβ α= + − （3）

代入式（1），得

0
2

1 ,p pC CLdL
p dT RT RT

β α−
= + （4）

积分，即有

ln ln ,Bp A C T
T

= − + （5）

其中 0 , ,p

p

CLB C A
R C

β

α= = 是积分常数.

3.12 蒸气与液相达到平衡. 以 mdV
dT

表示在维持两相平衡的条件下，蒸气

体积随温度的变化率. 试证明蒸气的两相平衡膨胀系数为

1 1 1 .m

m

dV L
V dT T RT

⎛ ⎞= −⎜ ⎟
⎝ ⎠

解：蒸气的两相平衡膨胀系数为

1 1 .m m m

pm m T

dV V V dp
V dT V T p dT

⎡ ⎤⎛ ⎞∂ ∂⎛ ⎞= +⎢ ⎥⎜ ⎟⎜ ⎟∂ ∂⎝ ⎠⎢ ⎥⎝ ⎠⎣ ⎦
（1）

将蒸气看作理想气体， mpV RT= ，则有

1 1 ,

1 1 .

m

pm

m

m T

V
V T T

V
V p p

∂⎛ ⎞ =⎜ ⎟∂⎝ ⎠

⎛ ⎞∂
= −⎜ ⎟∂⎝ ⎠

（2）

在克拉珀龙方程中略去液相的摩尔体积，因而有

2 .
m

dp L Lp
dT TV RT

= = （3）

将式（2）和式（3）代入式（1），即有

1 1 1 .m

m

dV L
V dT T RT

⎛ ⎞= −⎜ ⎟
⎝ ⎠

（4）

3.13 将范氏气体在不同温度下的等温线的极大点 N 与极小点 J 联起来，
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可以得到一条曲线 NCJ，如图所示. 试证明这条曲线的方程为

( )3 2 ,m mpV a V b= −

并说明这条曲线划分出来的三个区域Ⅰ、Ⅱ、Ⅲ的含义.

解：范氏方程为

2 .
m m

RT ap
V b V

= −
−

（1）

求偏导数得

( )2 3

2 .
m mT m

p RT a
V VV b

⎛ ⎞∂
= − +⎜ ⎟∂ −⎝ ⎠

（3）

等温线的极大点 N 与极小点 J 满足

0,
m T

p
V

⎛ ⎞∂
=⎜ ⎟∂⎝ ⎠

即

( )2 3

2 ,
mm

RT a
VV b

=
−

或

( ) ( )3

2 .m
m m

RT a V b
V b V

= −
−

（3）

将式（3）与式（1）联立，即有

( )3 2

2 ,m
m m

a ap V b
V V

= − −
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或

( )3 2m m mpV a V b aV= − −

( )2 .ma V b= − （4）

式（4）就是曲线 NCJ 的方程.

图中区域Ⅰ中的状态相应于过热液体；区域Ⅲ中的状态相应于过饱和蒸

气；区域Ⅱ中的状态是不能实现的，因为这些状态的 0
m T

p
V

⎛ ⎞∂
>⎜ ⎟∂⎝ ⎠

，不满足平衡

稳定性的要求.

3.14 证明半径为 r的肥皂泡的内压强与外压强之差为
4
r
σ
.

解：以 pβ 表示肥皂泡外气体的压强， pγ 表示泡内气体的压强， pα 表示肥

皂液的压强，根据曲面分界的力学平衡条件（式（3.6.6）），有
2 ,p p
r

α β σ
= + （1）

2 ,p p
r

γ α σ
= + （2）

式中σ 是肥皂液的表面张力系数， r 是肥皂泡的半径. 肥皂液很薄，可以认为

泡内外表面的半径都是 r . 从两式中消去 pα ，即有
4 .p p
r

γ β σ
− = （3）

3.15 证明在曲面分界面的情形下，相变潜热仍可表为

( ) .m m m mL T S S H Hβ α β α= − = −

解：以指标α 和 β 表示两相. 在曲面分界的情形下，热平衡条件仍为两相

的温度相等，即

.T T Tα β= = （1）

当物质在平衡温度下从α 相转变到 β 相时，根据式（1.14.4），相变潜热为

( ).m mL T S Sβ α= − （2）

相平衡条件是两相的化学势相等，即

( ) ( ), , .T p T pα α β βµ µ= （3）

根据化学势的定义

,m m mU TS pVµ = − +
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式（3）可表为

,m m m m m mU TS p V U TS p Vα α α α β β β β− + = − +

因此

( )
( )

m m

m m m m

L T S S

U p V U p V

β α

β β β α α α

= −

= + − +

.m mH Hβ α= − （4）

3.16 证明爱伦费斯特公式：

( )

(2) (1)

(2) (1)

(2) (1)

(2) (1)

,

.p p

dp
dT

C Cdp
dT TV

α α
κ κ

α α

−
=

−
−

=
−

解：根据爱氏对相变的分类，二级相变在相变点的化学势和化学势的一

级偏导数连续，但化学势的二级偏导数存在突变. 因此，二级相变没有相变

潜热和体积突变，在相变点两相的比熵和比体积相等. 在邻近的两个相变点

( ),T p 和 ( ),T dT p dp+ + ，两相的比熵和比体积的变化也相等，即
(1) (2)v v ,d d= （1）
(1) (2).ds ds= （2）

但

v v

v v .
p T

dυ dT dp
T p
dT dpα κ

⎛ ⎞∂ ∂⎛ ⎞= + ⎜ ⎟⎜ ⎟∂ ∂⎝ ⎠ ⎝ ⎠
= −

由于在相变点 (1) (2)v v= ，所以式（1）给出
(1) (1) (2) (2) ,dT dp dT dpα κ α κ− = −

即

(2) (1)

(2) (1) .
dp
dT

α α
κ κ

−
=

−
（3）

同理，有
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v .

p T

p

p

p

s sds dT dp
T p

C υdT dp
T T
C

dT dp
T

α

⎛ ⎞∂ ∂⎛ ⎞= + ⎜ ⎟⎜ ⎟∂ ∂⎝ ⎠ ⎝ ⎠
∂⎛ ⎞= −⎜ ⎟∂⎝ ⎠

= −

所以式（2）给出

(1) (2)
(1) (1) (2) (2)v v ,p pC C

dT dp dT dp
T T

α α− = −

即

( )
(2) (1)

(2) (1)
,

v
p pC Cdp

dT T α α

−
=

−
（4）

式中 (2) (1)v v v= = . 式（3）和式（4）给出二级相变点压强随温度变化的斜率，

称为爱伦费斯特方程.

3.17 试根据朗道自由能式（3.9.1）导出单轴铁磁体的熵函数在无序相

和有序相的表达式，并证明熵函数在临界点是连续的。

3.18 承前 2.18题。假设外磁场十分微弱，朗道自由能式（3.9.11）近似

适用，试导出无序相和有序相的 H MC C− .

补充题 1 试由内能判据导出平衡稳定性条件

0, 0.p
S

VC
p

⎛ ⎞∂
> <⎜ ⎟∂⎝ ⎠

解: 习题 3.3根据平衡稳定性条件

0, 0.V
T

VC
p

⎛ ⎞∂
> <⎜ ⎟∂⎝ ⎠

（1）

证明了

0, 0.p
S

VC
p

⎛ ⎞∂
> <⎜ ⎟∂⎝ ⎠

（2）

式（2）也是一个平衡稳定性条件，本题从内能判据直接证明（2）式.
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内能判据为，在 ,S V 不变的情形下，稳定平衡态的U 最小. 将内能判据

用于由子系统和媒质构成的系统，在系统的熵 S̃ 和体积Ṽ 保持不变的条件下，

它的稳定平衡状态满足

2

δ 0,
δ 0.
U
U
=

>

̃
̃

内能、熵和体积具有相加性，故

0

0

0

,

,

.

U U U
S S S
V V V

= +

= +

= +

̃
̃

̃
（3）

我们用不带下标的量表示子系统的热力学量，用带有下标“0”的量表示媒质

的热力学量. 在 ,S Ṽ ̃不变的条件下发生虚变动时必有

0

0

δ δ 0,
δ δ 0.
S S
V V
+ =

+ =
（4）

根据热力学基本方程，有

0 0 0 0 0

δ δ δ ,
δ δ δ .
U T S p V
U T S p V
= −
= −

（5）

内能为极值要求系统的内能在虚变动中的改变满足

( ) ( )
0

0 0

δ δ δ
δ δ

U U U
T T S p p V

= +

= − − −

̃

0.= （6）

由于在虚变动中δS 和δV 可以独立地改变，δ 0U =̃ 要求

0 0, .T T p p= = （7）

上式意味着，子系统与媒质具有相同的压强和温度.

内能Ũ 为极小要求
2 2 2

0δ δ δ 0.U U U= + >̃ （8）

由于媒质比子系统大得多( )0 0,V VC C V V>> >> ，当发生虚变动使子系统的熵和体

积有 2δ S 和δV 的改变时，有
2 2

0δ δ .U U≈

因此可以忽略 2
0δ U ，而将式（8）近似为

2 2δ δ 0.U U≈ >̃ （9）

由泰勒展开公式可以得到期
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( ) ( )
2 2 2

2 22
2 2δ δ 2 δ δ δ

δ δ δ

U U UU S S V V
S S V V

U US V S
S S V S

∂ ∂ ∂
= + +
∂ ∂ ∂ ∂
⎡ ∂ ∂ ∂ ∂ ⎤⎛ ⎞ ⎛ ⎞= + +⎜ ⎟ ⎜ ⎟⎢ ⎥∂ ∂ ∂ ∂⎝ ⎠ ⎝ ⎠⎣ ⎦

δ δ δ .U US V V
S V V V

⎡ ∂ ∂ ∂ ∂ ⎤⎛ ⎞ ⎛ ⎞+⎜ ⎟ ⎜ ⎟⎢ ⎥∂ ∂ ∂ ∂⎝ ⎠ ⎝ ⎠⎣ ⎦
（10）

但由热力学基本方程

,dU TdS pdV= −

有

,

,

V

S

U T
S
U p
V

∂⎛ ⎞ =⎜ ⎟∂⎝ ⎠
∂⎛ ⎞ = −⎜ ⎟∂⎝ ⎠

代入式（10），内能为极小要求

2δ δ δ δ δ δ δ

δ δ δ δ
V S V S

T T p pU S V S S V V
S V S V

T S p V

⎡ ⎤ ⎡ ⎤∂ ∂ ∂ ∂⎛ ⎞ ⎛ ⎞ ⎛ ⎞ ⎛ ⎞= + − +⎜ ⎟ ⎜ ⎟ ⎜ ⎟ ⎜ ⎟⎢ ⎥ ⎢ ⎥∂ ∂ ∂ ∂⎝ ⎠ ⎝ ⎠ ⎝ ⎠ ⎝ ⎠⎣ ⎦ ⎣ ⎦
= −

0.> （11）

如果以 S,p 为自变量，利用

δ δ δ

δ δ ,

p S

p S

T TT S p
S p

T TS p
C p

⎛ ⎞∂ ∂⎛ ⎞= + ⎜ ⎟⎜ ⎟∂ ∂⎝ ⎠ ⎝ ⎠

⎛ ⎞∂
= + ⎜ ⎟∂⎝ ⎠

δ δ δ

δ δ ,

p S

S S

V VV S p
S p

T VS p
p p

⎛ ⎞∂ ∂⎛ ⎞= + ⎜ ⎟⎜ ⎟∂ ∂⎝ ⎠ ⎝ ⎠

⎛ ⎞ ⎛ ⎞∂ ∂
= +⎜ ⎟ ⎜ ⎟∂ ∂⎝ ⎠ ⎝ ⎠

代入式（11）可得

( ) ( )2 22δ δ δ 0.
p S

T VU S p
C p

⎛ ⎞∂
= − >⎜ ⎟∂⎝ ⎠

（12）

δ , δS p是独立变量，式（12）要求

0, 0.p
S

VC
p

⎛ ⎞∂
> <⎜ ⎟∂⎝ ⎠

（13）



70

式（13）是平衡的稳定性条件.

补充题 2 试由补充题 1式（11）

δ δ δ δ 0T S p V− >

导出平衡稳定性条件

( ) ( )2 2δ 2 δ δ δ 0.p

p T

C V VT T p p
T T p

⎛ ⎞∂ ∂⎛ ⎞− − >⎜ ⎟⎜ ⎟∂ ∂⎝ ⎠ ⎝ ⎠

解： 补充题 1式（11）已给出 δ δ δ δ 0.T S p V− > （1）
以 ,T p为自变量，有

δ δ δ

δ δ ,

δ δ δ ,

p T

p

p

p T

S SS T p
T p

C VT p
T T

V VV T p
T p

⎛ ⎞∂ ∂⎛ ⎞= + ⎜ ⎟⎜ ⎟∂ ∂⎝ ⎠ ⎝ ⎠

∂⎛ ⎞= −⎜ ⎟∂⎝ ⎠

⎛ ⎞∂ ∂⎛ ⎞= + ⎜ ⎟⎜ ⎟∂ ∂⎝ ⎠ ⎝ ⎠

代入式（1），即有

( ) ( )2 2δ 2 δ δ δ 0.p

p T

C V VT T p p
T T p

⎛ ⎞∂ ∂⎛ ⎞− − >⎜ ⎟⎜ ⎟∂ ∂⎝ ⎠ ⎝ ⎠
（2）

补充题 3 试验证临界指数 , , ,α β γ δ 的实验值满足下面的标度律：

2 2α β γ+ + = （劳氏标度律）

( )1γ β δ= − （韦氏标度律）

解：下表列出临界指数的一些实验值，可验证之.

表 临界指数的实验值

临界

指数

磁性系

统
液气系统 二元液体 二元合金 铁电系统 4He 超流体

平均场

结果

,α α
β
γ
γ
δ

′

′

0.0-0.2

0.30-0.36

1.2-1.4

1.0-1.2

4.2-4.8

0.1-0.2

0.32-0.35

1.2-1.3

1.1-1.2

4.6-5.0

0.05-0.15

0.30-0.34

1.2-1.4

 - - -

4.0-5.0

- - -

0.305±0.005

1.24±0.015

1.23±0.025

- - -

- - -

0.33-0.34

1.0±0.2

1.23±0.02

- - -

-0.026

- - -

inaccessible

inaccessible

inaccessible

0

1/2

1

1

3
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ν
η

0.62-0.68

0.03-0.15

- - -

- - -

- - -

- - -

0.65±0.02

0.03-0.06

0.5-0.8

- - -

0.675

- - -

1/2

0

补充题 4 试验证，朗道理论得到的 , , ,α β γ δ 满足劳氏和韦氏标度律.

解：上表也列出临界指数的一些平均场理论（朗道理论）的结果. 可自

行验证. 表取自R. K. Pathria. Statistical Mechanics. 2nd edition. 1996.336. 关于

标度律，请参看《量子统计物理学》（北京大学物理系）§7.4.
第四章 多元系的复相平衡和化学平衡

4.1 若将U 看作独立变量 1, , , , kT V n n⋯ 的函数，试证明：

（a） ;i
i i

U UU n V
n V
∂ ∂

= +
∂ ∂∑

（b） .i i
i

U Uu u
n V
∂ ∂

= +
∂ ∂

解：（a）多元系的内能 ( )1, , , , kU U T V n n= ⋯ 是变量 1, , , kV n n⋯ 的一次齐函数.

根据欧勒定理（式（4.1.4）），有

, ,

,
j

i
i i T V n

U UU n V
n V

⎛ ⎞∂ ∂
= +⎜ ⎟∂ ∂⎝ ⎠
∑ （1）

式中偏导数的下标 in 指全部 k 个组元， jn 指除 i组元外的其他全部组元.

（b）式（4.1.7）已给出

v ,i i
i

V n=∑

,i i
i

U n u=∑ （2）

其中
, , , ,

v ,
j j

i i
i iT p n T p n

V Uu
n n

⎛ ⎞ ⎛ ⎞∂ ∂
= =⎜ ⎟ ⎜ ⎟∂ ∂⎝ ⎠ ⎝ ⎠

偏摩尔体积和偏摩尔内能. 将式（2）代入式

（1），有

, , ,

v
i j

i i i i i
i i iT n i T V n

U Un u n n
V n

⎛ ⎞∂ ∂⎛ ⎞= + ⎜ ⎟⎜ ⎟∂ ∂⎝ ⎠ ⎝ ⎠
∑ ∑ ∑ （3）

上式对 in 的任意取值都成立，故有
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, , ,

v .
i j

i i
T n i T V n

U Uu
V n

⎛ ⎞∂ ∂⎛ ⎞= + ⎜ ⎟⎜ ⎟∂ ∂⎝ ⎠ ⎝ ⎠
（4）

4.2 证明 ( )1, , , ,i kT p n nµ ⋯ 是 1, , kn n⋯ 的零次齐函数

0.i
i

i i

n
n
µ⎛ ⎞∂

=⎜ ⎟∂⎝ ⎠
∑

解：根据式（4.1.9），化学势 iµ 是 i组元的偏摩尔吉布斯函数

, ,

.
j

i
i T p n

G
n

µ
⎛ ⎞∂

= ⎜ ⎟∂⎝ ⎠
（1）

G 是广延量，是 1, , kn n⋯ 的一次齐函数，即

( ) ( )1 1, , , , , , , , .k kG T p n n G T p n nλ λ λ=⋯ ⋯ （2）

将上式对λ求导，有

( )

( ) ( ) ( )

( ) ( )

1

1

1

, , , ,

, , , ,

, , , ,

k

k i
i i

i k
i i

G T p n n

G T p n n n
n

n G T p n n
n

λ λ
λ

λ λ λ
λ λ

λ λ
λ

∂
=
∂

∂ ∂
=

∂ ∂

∂
=

∂

∑

∑

⋯

⋯

⋯

左方

( )1, , , , ,i i k
i

n T p n nµ λ λ=∑ ⋯ （3）

( )

( )
1

1

, , , ,

, , , ,

k

k

G T p n n

G T p n n

λ
λ
∂

= ⎡ ⎤⎣ ⎦∂
=

⋯

⋯

右边

( )1, , , , .i i k
i

n T p n nµ=∑ ⋯ （4）

令式（3）与式（4）相等，比较可知

( ) ( )1 1, , , , , , , , .i k i kT p n n T p n nµ λ λ µ=⋯ ⋯ （5）

上式说明 iµ 是 1, , kn n⋯ 的零次齐函数. 根据欧勒定理（式（4.1.4）），有

0.i
j

j i

n
n
µ⎛ ⎞∂

=⎜ ⎟∂⎝ ⎠
∑ （6）

4.3 二元理想溶液具有下列形式的化学势：
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( )
( )

1 1 1

2 2 2

, ln ,

, ln ,

g T p RT x
g T p RT x

µ

µ

= +

= +

其中 ( ),ig T p 为纯 i组元的化学势， ix 是溶液中 i组元的摩尔分数. 当物质的量

分别为 1 2,n n 的两种纯液体在等温等压下合成理想溶液时，试证明混合前后

（a）吉布斯函数的变化为

( )1 1 2 2ln ln .G RT n x n x∆ = +

（b）体积不变，即 0.V∆ =

（c）熵变 ( )1 1 2 2ln ln .S R n x n x∆ = − +

（d）焓变 0,H∆ = 因而没有混合热.

（e）内能变化为多少？

解：（a）吉布斯函数是广延量，具有相加性. 混合前两纯液体的吉布斯函

数为

( ) ( ) ( )0 1 1 2 2, , , .G T p n g T p n g T p= + （1）

根据式（4.1.8），混合后理想溶液的吉布斯函数为

( ) ( ) ( )
( ) ( )

1 1 2 2

1 1 1 1 2 2 2 2

, , ,

, In , In .

G T p n T p n T p
n g T p n RT x n g T p n RT x
µ µ= +

= + + +
（2）

混合前后吉布斯函数的变化为

( ) ( )0, ,G G T p G T p∆ = −

( )1 1 2 2ln ln ,RT n x n x= + （3）

其中 1 2
1 2

1 2 1 2

,n nx x
n n n n

= =
+ +

分别是溶液中组元 1，2的摩尔分数.

（b）根据式（4.1.10），混合前后体积的变化为

1 2, ,

0.
T n n

V G
p

⎛ ⎞∂
∆ = ∆ =⎜ ⎟∂⎝ ⎠

（4）

（c）根据式（4.1.10），混合前后熵的变化为

1 2, ,p n n

S G
T
∂⎛ ⎞∆ = − ∆⎜ ⎟∂⎝ ⎠

( )1 1 2 2ln ln .R n x n x= − + （5）

注意 1x 和 2x 都小于 1，故 0,S∆ > 混合后熵增加了.

（d）根据焓的定义 ,H G TS= + 将式（3）和式（5）代入，知混合前后焓的

变化为
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0.H G T S∆ = ∆ + ∆ = （6）

混合是在恒温恒压下进行的.在等压过程中系统吸收的热量等于焓的增加值，

式（6）表明混合过程没有混合热.

（e）内能 .U H pV= − 将式（6）和式（4）代入，知混合前后内能的变化

为

0.U H p V∆ = ∆ − ∆ = （7）

4.4 理想溶液中各组元的化学势为

( ), ln .i i ig T p RT xµ = +

（a）假设溶质是非挥发性的. 试证明，当溶液与溶剂的蒸气达到平衡时，

相平衡条件为

( )1 1 ln 1 ,g g RT x′ = + −

其中 1g ′是蒸气的摩尔吉布斯函数， 1g 是纯溶剂的摩尔吉布斯函数， x是溶质在

溶液中的摩尔分数.

（b）求证：在一定温度下，溶剂的饱和蒸气压随溶质浓度的变化率为

.
1T

p p
x x
∂⎛ ⎞ = −⎜ ⎟∂ −⎝ ⎠

（c）将上式积分，得

( )0 1 ,xp p x= −

其中 0p 是该温度下纯溶剂的饱和蒸气压， xp 是溶质浓度为 x时的饱和蒸气压.

上式表明，溶剂饱和蒸气压的降低与溶质的摩尔分数成正比. 该公式称为拉

乌定律.

解：（a）溶液只含一种溶质. 以 x表示溶质在液相的摩尔分数，则溶剂在

液相的摩尔分数为1 .x− 根据式（4.6.17），溶剂在液相的化学势 1µ 为

( ) ( ) ( )1 1, , , ln 1 .T p x g T p RT xµ = + − （1）

在溶质是非挥发性的情形下，气相只含溶剂的蒸气，其化学势为

( ) ( )1 1, , .T p g T pµ′ ′= （2）

平衡时溶剂在气液两相的化学势应相等，即

( ) ( )1 1, , , .T p x T pµ µ ′= （3）

将式（1）和式（2）代入，得

( ) ( ) ( )1 1, ln 1 , ,g T p RT x g T p′+ − = （4）
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式中已根据热学平衡和力学平衡条件令两相具有相同的温度 T 和压强 p . 式

（4）表明，在 , ,T p x三个变量中只有两个独立变量，这是符合吉布斯相律的.

（b）令T 保持不变，对式（4）求微分，得

1 1 .
1T T

g gRTdp dx dp
p x p

′⎛ ⎞ ⎛ ⎞∂ ∂
− =⎜ ⎟ ⎜ ⎟∂ − ∂⎝ ⎠ ⎝ ⎠

（5）

根据式（3.2.1）， m
T

g V
p

⎛ ⎞∂
=⎜ ⎟∂⎝ ⎠

，所以式（5）可以表示为

( ) ,
1m m
RTV V dp dx

x
′ − = −

−
（6）

其中 mV ′和 mV 分别是溶剂气相和液相的摩尔体积. 由于 m mV V′ >> ，略去 mV ，并假

设溶剂蒸气是理想气体，

,mpV RT′ =

可得

( )
.

11T m

p RT p
x xx V
∂⎛ ⎞ = − = −⎜ ⎟∂ −′⎝ ⎠ −

（7）

（c）将上式改写为

.
1

dp dx
p x
= −

−
（8）

在固定温度下对上式积分，可得

( )0 1 ,xp p x= − （9）

式中 0p 是该温度下纯溶剂的饱和蒸气压， xp 是溶质浓度为 x时溶剂的饱和蒸气

压. 式（9）表明，溶剂饱和蒸气压的降低与溶质浓度成正比.

4.5 承 4.4 题：

（a）试证明，在一定压强下溶剂沸点随溶质浓度的变化率为

( )
2

,
1p

T RT
x L x

∂⎛ ⎞ =⎜ ⎟∂ −⎝ ⎠

其中 L 为纯溶剂的汽化热.

（b）假设 1.x << 试证明，溶液沸点升高与溶质在溶液中的浓度成正比，

即
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2

.RTT x
L

∆ =

解：（a）习题 4.4 式（4）给出溶液与溶剂蒸气达到平衡的平衡条件

( ) ( ) ( )1 1, ln 1 , ,g T p RT x g T p′+ − = （1）

式中 1g 和 1g ′是纯溶剂液相和气相的摩尔吉布斯函数， x是溶质在溶液中的摩尔

分数，令压强保持不变，对式（1）求微分，有

( )1 1ln 1 .
1p p

g gRTdT R x dT dx dT
T x T

⎛ ⎞′∂ ∂⎛ ⎞ + − − = ⎜ ⎟⎜ ⎟ ⎜ ⎟∂ − ∂⎝ ⎠ ⎝ ⎠
（2）

根据（3.2.1），有

,m
p

g S
T
∂⎛ ⎞ = −⎜ ⎟∂⎝ ⎠

所以式（2）可以改写为

( )ln 1 .
1 m m
RT dx S S R x dT

x
⎡ ⎤′= − + −
⎣ ⎦−

（3）

利用式（1）更可将上式表为

( )1 1

1
m mg TS g TSRT dx dT

x T

⎡ ⎤′ ′+ − +
⎢ ⎥=

− ⎢ ⎥⎣ ⎦

,m mH H dT
T
′ −

= （4）

其中 m mH g TS= + 是摩尔焓. 由式（4）可得
2 21 1 ,

1 1p m m

T RT RT
x x x LH H

∂⎛ ⎞ = ⋅ = ⋅⎜ ⎟∂ − −′⎝ ⎠ −
（5）

式中 m mL H H′= − 是纯溶剂的汽化热.

（b）将式（5）改写为

( )
2

1
.

1
d xdT R

T L x
−

− =
−

（6）

在固定压强下对上式积分，可得

( )
0

1 1 ln 1 ,R x
T T L
− = − （7）

式中T 是溶质浓度为 x时溶液的沸点， 0T 是纯溶剂的沸点. 在稀溶液 1x << 的情

形下，有
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( )
( )0

2
0 0

ln 1 ,

1 1 ,

x x
T T T

T T T T T

− ≈

− − −∆
− = ≈

式（7）可近似为

2

.RTT x
L

∆ = （8）

上式意味着，在固定压强下溶液的沸点高于纯溶剂的沸点，二者之差与溶质

在溶液中的浓度成正比.

4.6 如图所示，开口玻璃管底端有半透膜将管中的糖的水溶液与容器内

的水隔开. 半透膜只让水透过，不让糖透过. 实验发现，糖水溶液的液面比

容器内的水现上升一个高度h，表明在同样温度下糖水溶液的压强 p 与水的压

强 0p 之差为

0 .p p ghρ− =

这一压强差称为渗透压. 从理想溶液化学势的表达式

可知，如果糖的水溶液与纯水具有相同的压强和温度，

糖水溶液的化学势将低于纯水的化学势. 因此水将从

容器流入玻璃管，直到糖水的压强增为 p ，两相的化

学势相等而达到平衡. 平衡时有

( ) ( ) ( )1 1 0, ln 1 , ,g T p RT x g T p+ − =

其中 1g 是纯水的摩尔吉布斯函数， x是糖水中糖的摩尔分数， 2 2

1 2 1

1n nx
n n n

= ≈ <<
+

（ 1 2,n n 分别是糖水中水和糖的物质的量）. 试据证明

2
0 ,n RTp p

V
− =

V 是糖水溶液的体积.

解：这是一个膜平衡问题. 管中的糖水和容器内的水形成两相. 平衡时

两相的温度必须相等. 由于水可以通过半透膜，水在两相中的化学势也必须

相等. 半透膜可以承受两边的压强差，两相的压强不必相等. 以 p 表示管内糖

水的压强， 0p 表示容器内纯水的压强. 根据式（4.6.17），管内糖水中水的化

学势为
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( ) ( ) ( )1 1, , ln 1 .T p g T p RT xµ = + − （1）

容器内纯水的化学势为 ( )1 0, .g T p 相平衡条件要求

( ) ( ) ( )1 1 0, ln 1 , .g T p RT x g T p+ − = （2）

由于 p和 0p 相差很小，可令

( ) ( ) ( )1
1 1 0 0, ,

T

gg T p g T p p p
p

⎛ ⎞∂
− = −⎜ ⎟∂⎝ ⎠

( )1 0 ,mV p p= − （3）

其中用了（3.2.1）式， 1
1m

T

gV
p

⎛ ⎞∂
= ⎜ ⎟∂⎝ ⎠

是纯水的摩尔体积. 代入式（2），得

( )0
1

In 1 .
m

RTp p x
V

− = − − （4）

在 1x << 的情形下，可以作近似

( )ln 1 ,x x− ≈ −

且糖水溶液的体积 1 1mV nV≈ ，因此式（4）可近似为

2 2
0

1 1 1

.
m m

n n RTRT RTp p x
V V n V

− = = = （5）

4.7 实验测得碳燃烧为二氧化碳和一氧化碳燃烧为二氧化碳的燃烧热

Q H= −∆ ，其数值分别如下：
5

2 2CO C O 0, 3.9518 10 J;H− − = ∆ = − ×
5

2 2
1CO CO O 0, 2.8288 10 J.
2

H− − = ∆ = − ×

试根据赫斯定律计算碳燃烧为一氧化碳的燃烧热.

解：本题给出了两个实验数据，在 291K和1 np 下，有
5

2 2CO C O 0, 3.9518 10 J;H− − = ∆ = − × （1）

5
2 2

1CO CO O 0, 2.8288 10 J.
2

H− − = ∆ = − × （2）

式（1）的含义是，1mol 的 C 与1mol 的 2O 燃烧为1mol 的 2CO ，放出燃烧热
53.9518 10 J.Q = × 由于等压过程中系统吸收的热量等于焓的增量，所以燃烧热

为

1 1.Q H= −∆

式（2）的含义是，1mol的CO与 1 mol
2

的 2O 燃烧为1mol的 2CO ，放出燃烧热
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5
2

2 2

2.8288 10 J,
.

Q
Q H

= ×
= −∆

焓是态函数，在初态和终态给定后，焓的变化 H∆ 就有确定值，与中间经

历的过程无关. 将式（1）减去式（2），得

5
2 2

1CO CO O 0, 1.1230 10 J.
2

H− − = ∆ = − × （3）

式中 3 1 2.H H H∆ = ∆ −∆ 式（3）意味着，1mol的C与
1 mol
2

的 2O 燃烧为1mol的CO将

放出燃烧热 51.1230 10 J. C× 燃烧为CO的燃烧热是不能直接测量的. 上面的计算

表明，它可由 C燃烧为 CO2和 CO燃烧为 CO2的燃烧热计算出来. 这是应用

赫斯定律的一个例子.

4.8 绝热容器中有隔板隔开，两边分别装有物质的量为 1n 和的理想气体，

温度同为 T，压强分别为 1p 和 2p . 今将隔板抽去，

（a）试求气体混合后的压强.

（b）如果两种气体是不同的，计算混合后的熵增加值.

（c）如果两种气体是相同的，计算混合后的熵增加值.

解：（a）容器是绝热的，过程中气体与外界不发生热量交换. 抽去隔板

后气体体积没有变化，与外界也就没有功的交换. 由热力学第一定律知，过

程前后气体的内能没有变化. 理想气体的内能只是温度的函数，故气体的温

度也不变，仍为 T.

初态时两边气体分别满足

1 1 1

2 2 2

,
.

p V n RT
p V n RT

=
=

（1）

式（1）确定两边气体初态的体积 1V 和 2V . 终态气体的压强 p 由物态方程确定：

( ) ( )1 2 1 2 ,p V V n n RT+ = +

即

1 2

1 2

.n np RT
V V
+

=
+

（2）

上述结果与两气体是否为同类气体无关.

（b）如果两气体是不同的. 根据式（1.15.8），混合前两气体的熵分别为

1 1 1 , 1 1 1 1 0,

2 2 2 , 2 2 2 2 0

ln ln

ln ln .
p m m

p m m

S n C T n R p n S
S n C T n R p n S
= − +

= − +
（3）
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由熵的相加性知混合前气体的总熵为

1 2.S S S= + （4）

根据式（4.6.11），混合后气体的熵为

1
1 1 , 1 1 1 0

1 2

ln lnp m m
nS n C T n R p n S

n n
′ = − + +

+

2
2 2 , 2 2 2 0

1 2

ln ln .p m m
nn C T n R p n S

n n
− +

+
（5）

两式相减得抽去隔板后熵的变化 ( )bS∆ 为

( )
1 2

1 2
1 2 1 1 2 2

ln lnb
n np pS n R n R

n n p n n p
⎛ ⎞ ⎛ ⎞

∆ = − ⋅ − ⋅⎜ ⎟ ⎜ ⎟+ +⎝ ⎠ ⎝ ⎠

1 2 1 2
1 2

1 2

ln ln ,V V V Vn R n R
V V
+ +

= + （6）

第二步利用了式（1）和式（2）. 式（6）与式（1.17.4）相当. 这表明，如

果两气体是不同的，抽去隔板后两理想气体分别由体积 1V 和 2V 扩散到 1 2.V V+ 式

（6）是扩散过程的熵增加值.

（c）如果两气体是全同的，根据式（1.15.4）和（1.15.5），初态两气体的

熵分别为

1
1 1 , 1 1 0

1

2
2 2 , 2 2 0

2

ln ln ,

ln ln .

V m m

V m m

VS n C T n R n S
n
VS n C T n R n S
n

= + +

= + +
（7）

气体初态的总熵为

1 2.S S S= + （8）

在两气体是全同的情形下，抽去隔板气体的“混合”不构成扩散过程. 根据

熵的广延性，抽去隔板后气体的熵仍应根据式（1.15.4）和（1.15.5）计算，

即

( ) ( ) ( )1 2
1 2 , 1 2 1 2 0

1 2

ln ln .V m m
V VS n n C T n n R n n S
n n
+′ = + + + + +
+

（9）

两式相减得抽去隔板后气体的熵变 ( )cS∆ 为
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( ) ( ) 1 2 1 2
1 2 1 2

1 2 1 2

ln ln ln .c
V V V VS n n R n R n R
n n n n
+

∆ = + − −
+

（10）

值得注意，将式（6）减去式（10），得

( ) ( )
1 2

1 2
1 2 1 2

ln ln .b c
n nS S n R n R

n n n n
∆ −∆ = − −

+ +
（11）

式（11）正好是式（4.6.15）给出的混合熵.

4.9 试证明，在 3NH 分解为 2N 和 2H 的反应

2 2 3
1 3N H NH 0
2 2

+ − =

中，平衡常量可表为

2

2

27 ,
4 1pK pε

ε
= ×

−

其中 ε是分解度. 如果将反应方程写作

2 2 3N 3H 2NH 0,+ − =

平衡常量为何？

解： 已知化学反应

0i i
i

v A =∑ （1）

的平衡常量 pK 为

.i iv vv
p i i i

ii i
K p p x v v⎛ ⎞= = =⎜ ⎟

⎝ ⎠
∑∏ ∏ （2）

对于 3NH 分解为 2N 和 2H 的反应

2 2 3
1 3N H NH 0,
2 2

+ − = （3）

有 1 2 3
1 3, , 1, 1,
2 2

v v v v= = = − =

故平衡常量为
1 3
2 2
1 2

3

.p
x xK p

x
⋅

= （4）

假设原有物质的量为 0n 的 3NH ，达到平衡后分解度为 ε，则平衡混合物中有 0
1
2

n ε

的 2 0
3N ,
2

n ε的 ( )2 0H , 1n ε− 的 3NH ，混合物物质的量为 ( )0 1n ε+ ，因此
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( ) ( )1 2 3
3 1, , .

2 1 2 1 1
ε ε εx x x

ε ε ε
−

= = =
+ + +

（5）

代入式（4），即得

2

2

27 .
4 1p

εK p
ε

=
−

（6）

如果将方程写作

2 2 3N 3H 2NH 0,+ − = （7）

与式（1）比较，知

1 2 31, 3, 2, 2.v v v v= = = − =

则根据式（2），平衡常量为

3
21 2

2
3

.p
x xK p
x

= （8）

将式（5）代入式（8），将有

( )
4

2
22

27 .
16 1

p
εK p
ε

=
−

（9）

比较式（4）与式（8），式（6）与式（9）可知，化学反应方程的不同表达不

影响平衡后反应度或各组元摩尔分数的确定.

4.10 物质的量为 0 1n v 的气体 A1和物质的量为 0 2n v 的气体 A2的混合物在温

度 T 和压强 p 下体积为 0V ，当发生化学变化

3 3 4 4 1 1 2 2 0,v A v A v A v A+ − − =

并在同样的温度和压强下达到平衡时，其体积为 .eV 证明反应度ε 为

0 1 2

0 3 4 1 2

.eV V v vε
V v v v v
− +

= ⋅
+ − −

解：根据式（4.6.3），初始状态下混合理想气体的物态方程为

( )0 0 1 2 .pV n v v RT= + （1）

以ε 表示发生化学变化达到平衡后的反应度，则达到平衡后各组元物质的量依

次为

( ) ( )0 1 0 2 0 3 0 41 , 1 , , .n v ε n v ε n v ε n v ε− −

总的物质的量为

( )0 1 2 3 4 1 2+ + + - - ,n v v ε v v v v⎡ ⎤⎣ ⎦
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其物态方程为

( )0 1 2 3 4 1 2 .epV n v v v v v v RTε= + + + − −⎡ ⎤⎣ ⎦ （2）

两式联立，有

0 1 2

0 3 4 1 2

.eV V v v
V v v v v

ε
− +

= ⋅
+ − −

（3）

因此，测量混合气体反应前后的体积即可测得气体反应的反应度.

4.11 试根据热力学第三定律证明，在 0T → 时，表面张力系数与温度无

关，即 0.d
dT
σ
→

解: 根据式（1.14.7），如果在可逆过程中外界对系统所做的功为

đ ,W Ydy=

则系统的热力学基本方程为

.dU TdS Ydy= + （1）

相应地，自由能F U TS= − 的全微分为

.dF SdT Ydy= − + （2）

由式（2）可得麦氏关系

.
y T

Y S
T y

⎛ ⎞∂ ∂⎛ ⎞ = −⎜ ⎟⎜ ⎟∂ ∂⎝ ⎠ ⎝ ⎠
（3）

根据热力学第三定律，当温度趋于绝对零度时，物质的熵趋于一个与状

态参量无关的绝对常量，即

0
lim 0.
T

T

S
y→

⎛ ⎞∂
=⎜ ⎟∂⎝ ⎠

由式（3）知

0
lim 0.
T

y

Y
T→

∂⎛ ⎞ =⎜ ⎟∂⎝ ⎠
（4）

对于表面系统，有

đ ,W dAσ=

即 ,Y A yσ ~ ~ ，所以

0
lim 0.
T

AdT
σ

→

∂⎛ ⎞ =⎜ ⎟
⎝ ⎠

（5）
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考虑到σ 只是温度 T 的函数，与面积 A 无关（见§2.5），上式可表为

0
lim 0.
T dT

σ
→

∂
= （6）

4.12 设在压强 p 下，物质的熔点为 0T ，相变潜热为 L，固相的定压热容

量为 pC ，液相的定压热容量为 pC ′ . 试求液相的绝对熵的表达式.

解: 式（4.8.12）给出，以 ,T p为状态参量，简单系统的绝对熵的表达式

为

( ) ( )
0

,
, .

T pC T p
S T p dT

T
= ∫ （1）

积分中压强 p 保持恒定. 一般来说，式（1）适用于固态物质，这是因为液态

或气态一般只存在于较高的温度范围. 为求得液态的绝对熵，可以将式（1）

给出的固态物质的绝对熵加上转变为液态后熵的增加值.

如果在所考虑的压强下，物质的熔点为 0T ，相变潜热为 L，固相和液相的

定压热容量分别为 pC 和 pC ′，则液相的绝对熵为

( ) ( ) ( )0

0 0
0

, ,
, .

T Tp pC T p C T pLS T p dT dT
T T T

= + +∫ ∫ （2）

4.13 锡可以形成白锡（正方晶系）和灰锡（立方晶系）两种不同的结

晶状态。常压下相变温度 0 0292 .T K T= 以下灰锡是稳定的。如果在 0T 以上将白

锡迅速冷却到 0T 以下，样品将被冻结在亚稳态。已知相变潜热 12242L J mol−= ⋅ 。

由热容量的测量数据知，对于灰锡
0 1 1

0

( )
44.12

T gC T
dT J mol K

T
− −= ⋅ ⋅∫ ，对于白锡

0 1 1

0

( ) 51.54
T wC T dT J mol K

T
− −= ⋅ ⋅∫ 。试验证能氏定理对于亚稳态的白锡的适用性。

补充题 1 隔板将容器分为两半，各装有1mol的理想气体 A和 B. 它们的

构成原子是相同的，不同仅在于 A 气体的原子核处在基态，而 B 气体的原子

核处在激发态. 已知核激发态的寿命远大于抽去隔板后气体在容器内的扩散

时间. 令容器与热源接触，保持恒定的温度.

（a）如果使 B 气体的原子核激发后，马上抽去隔板，求扩散完成后气体



85

的熵增加值.

（b）如果使 B 气体的原子核激发后，经过远大于激发态寿命的时间再抽

去隔板，求气体的熵增加值.

解: （a）核激发后两气体中的原子核状态不同，它们是不同的气体. 如

果马上抽去隔板，将发生不同气体的扩散过程. 由 4.8题式（6）知，熵增加

值为

2 ln 2.S R∆ = （1）

（b）核激发后经过无大于激发态寿命的时间之后，B 气体中的原子核已

衰变到基态，两气体就形成同种气体，由 4.8题式（10）可知，抽去隔板后熵

变为

0.S∆ = （2）

补充题 2 试根据热力学第三定律证明，在 0T → 时，一级相变两相平衡

曲线的斜率
dp
dT

为零.

解: 式（3.4.4）给出一级相变两相平衡曲线的斜率为

.m m

m m

S sdp
dT V V

β α

β α

−
=

−
（1）

根据热力学第三定律，当温度趋于绝对零度时，物质的熵趋于一个绝对

常量. 这意味着在 0T → 时， β 相与α 相的摩尔熵相等，即

.m mS Sβ α=

对于一级相变，有

.m mV Vβ α≠

所以由式（1）知

0
lim 0.
T

dp
dT→

=

这一结论得到实验的证实. 例如， 4He 和 3He 的熔解曲线在 0T → 时斜率为零，

如《热力学·统计物理（第四版）》教材图 9.7和 9.14所示.

补充题 3 热力学第三定律要求遵从居里-外斯定律
CM H

T θ
=

±

的顺磁性固体，在足够低的某一温度发生相变，试加以证明.
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解: 根据式（2.7.3），磁性介质的热力学基本方程（单位体积）为

0 .du Tds Hdmµ= + （1）

吉布斯函数 0G u Ts Hmµ= − − 的全微分为

0dG sdT mdHµ= − − . （2）

由此可得麦氏关系

0 .
T H

m
H T

µ
∂ ∂⎛ ⎞ ⎛ ⎞=⎜ ⎟ ⎜ ⎟∂ ∂⎝ ⎠ ⎝ ⎠
s

（3）

热力学第三定律要求

0
lim 0,
T

T

s
H→

∂⎛ ⎞ =⎜ ⎟∂⎝ ⎠

因而

0
lim 0.
T

H

m
T→

∂⎛ ⎞ =⎜ ⎟∂⎝ ⎠

遵从居里-外斯定律的顺磁性固体，有

( )20 0
lim lim
T T

H

m C H
T T θ→ →

∂ −⎛ ⎞ = →⎜ ⎟∂⎝ ⎠ ±
0, （5）

不满足热力学第三定律的要求. 这表明，居中里-外斯定律仅在一定的温度范

围适用. 在足够低的某一温度，物质将由顺磁相转变为居里-外斯定律不再适

用的新相. 这一结论得到实验事实的支持. 例如，Fe在 1043K转变为铁磁相，

4FeSO 在 23K转变为反铁磁相等等.

补充题 4 试根据热力学第三定律讨论（a），（b）两图中哪一个图是正确

的？图上画出的是顺磁性固体在 0H = 和 iH H= 时的 S T− 曲线.
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解: 图（a）不正确. 它违背了热力学第三定律的要求：（1）图中

( ) ( )0,0 0,S S H≠ 不符合能氏定理；（2）通过图中 5 6→ 的等温过程和 6 7→ 的等

熵过程就可以达到绝对零度，不符合绝对零度不能达到原理.

图（b）是正确的.可以注意，图中的 ( ) ( )0,0 0, 0S S H= ≠ ，意味着熵常量未

选择为零，这是容许的.

第五章 不可逆过程热力学简介

5.1 带有小孔的隔板将容器分为两半. 容器与外界隔绝，其中盛有理想

气体. 两侧气体存在小的温度差 T∆ 和压强差 p∆ ，而各自处在局部平衡. 以

n
dnJ
dt

= 和 u
dUJ
dt

= 表示单位时间内从左侧转移到右侧的气体的物质的量和内能.

试导出气体的熵产生率公式，从而确定相应的动力.

解: 以下标 1，2 标志左、右侧气体的热力学量. 当两侧气体物质的量各

有 1 2,dn dn ，内能各有 1 2,dU dU 的改变时，根据热力学基本方程，两侧气体的熵

变分别为

1
1 1 1

1 1

2
2 2 2

2 2

1 ,

1 .

dS dU dn
T T

dS dU dn
T T

µ

µ

= −

= −
（1）

由熵的相加性知气体的熵变为

1 2.dS dS dS= + （2）

容器与外界隔绝必有
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1 2

1 2

0,
0.

dn dn
dU dU

+ =
+ =

值得注意，在隔板带有小孔的情形下，物质和内能都会发生双向的传递， 1dn 和

1dU 是物质的量和内能双向传递的净改变， 2dn 和 2dU 亦然. 我们令

1 2

1 2

,
.

dU dU dU
dn dn dn

= = −
= = −

在两侧气体只存在小的温度差 T∆ 和压强差 p∆ 的情形下，我们令

1 2

1 2

, ;
, .

T T T T T
µ µ µ µ µ
= + ∆ =
= + ∆ =

气体的熵变可以表示为

1 1 ,dS dU dn
T T T T T T

µ µ µ+ ∆⎛ ⎞ ⎛ ⎞= − − −⎜ ⎟ ⎜ ⎟+ ∆ + ∆⎝ ⎠ ⎝ ⎠
（3）

熵产生率为

1 1dS dU dn
dt T T T dt T T T dt

µ µ µ+ ∆⎛ ⎞ ⎛ ⎞= − − −⎜ ⎟ ⎜ ⎟+ ∆ + ∆⎝ ⎠ ⎝ ⎠

2 2 .T dU T T dn
T dt T dt

µ µ∆ ∆ − ∆
≈ − + ⋅ （4）

以 u
dUJ
dt

= 表示内能流量， 2u
TX

T
∆

= − 表示内能流动力， n
dnJ
dt

= 表示物质流量，

2n
T TX

T
µ µ∆ − ∆

= 表示物质流动力，熵产生率即可表示为标准形式

.u u n n
dS J X J X
dt

= ⋅ + ⋅ （5）

5.2 承前 5.1 题，如果流与力之间满足线性关系，即

,
,

( ).

u uu u un n

n nu u nn n

nu un

J L X L X
J L X L X
L L

= +
= +

= 昂萨格关系

（a）试导出 nJ 和 uJ 与温度差 T∆ 和压强差 p∆ 的关系.

（b）证明当 0T∆ = 时，由压强差引起的能流和物质流之间满足下述关系：

.u un

n nu

J L
J L

=

（c）证明，在没有净物质流通过小孔，即 0nJ = 时，两侧的压强差与温度
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差满足

,

un
m

nn

m

LH
Lp

T TV

−
∆

=
∆

其中 mH 和 mV 分别是气体的摩尔焓和摩尔体积. 以上两式所含 un

nn

L
L

可由统计物

理理论导出（习题 7.14，7.15）. 热力学方法可以把上述两效应联系起来.

解: 如果流与力之间满足线性关系

,
,

u uu u un n

n nu u nn n

J L X L X
J L X L X

= +

= +
（1）

将习题 5.1 式（5）的 ,u nX X 代入可得

2 2 ,u uu un
T T TJ L L

T T
µ µ∆ ∆ − ∆⎛ ⎞= − +⎜ ⎟

⎝ ⎠

2 2 .n nu nn
T T TJ L L

T T
µ µ∆ ∆ − ∆⎛ ⎞= − +⎜ ⎟

⎝ ⎠
（2）

（a）根据式（3.2.1），有

,m mS T V pµ∆ = − ∆ + ∆ （3）

代入式（2）可得

2 2

2 2

,

.

m m
u uu un

m m
n nu nn

H T V T pTJ L L
T T

H T V T pTJ L L
T T

∆ − ∆∆⎛ ⎞= − +⎜ ⎟
⎝ ⎠

∆ − ∆∆⎛ ⎞= − +⎜ ⎟
⎝ ⎠

（4）

式（4）给出了 ,u nJ J 和两侧气体的温度差 T∆ 和压强差 p∆ 的关系，其中

m mH TSµ= + 是气体的摩尔焓.

（b）当 0T∆ = 时，由式（4）得

.u un

n nn

J L
J L

= （5）

式（5）给出，当两侧气体有相同的温度 0T∆ = 但存在压强差 p∆ 时，在压强驱

动下产生的能流与物质流的比值.

（c）令式（4）的第二式为零，可得



90

.

nu un
m m

nn nn

m m

L LH H
L Lp

T V T V T

− −
∆

= =
∆

（6）

最后一步利用了昂萨格关系 un nuL L= . 这意味着，当两侧的压强差与温度差之

比满足式（6）时，将没有净物质流过小孔，即 0nJ = ，但却存在能流，即 0.uJ ≠

昂萨格关系使式（6）和式（5）含有共同的因子 un

nn

L
L

而将两个效应联系起来了.

统计物理可以进一步求出比值 un

nn

L
L

从而得到 u

n

J
J
和

p
T
∆
∆

的具体表达式，并从微观

角度阐明过程的物理机制（参看习题 7.14和 7.15）.

5.3 流体含有 k 种化学组元，各组元之间不发生化学反应. 系统保持恒

温恒压，因而不存在因压强不均匀引起的流动和温度不均匀引起的热传导.

但存在由于组元浓度在空间分布不均匀引起的扩散. 试导出扩散过程的熵流

密度和局域熵产生率.

解: 在流体保持恒温恒压因而不存在流动和热传导且 k 种化学组元不发

生化学反应的情形下，热力学基本方程（5.1.4）简化为

.i
i

i
dS dn

T
µ

= −∑ （1）

局域熵增加率为

.i i

i

nS
t T t

µ ∂∂
= −

∂ ∂∑ （2）

由于不发生化学反应，各组元物质的量保持不变，满足守恒定律

( )0 1,2, , .i
i

n i k
t

∂
+∇⋅ = =

∂
⋯JJJJ （3）

代入式（2），有

i
i

i

S
t T

µ∂
= ∇⋅

∂ ∑ JJJJ

.i i i
i

i iT T
µ µ⎛ ⎞ ⎛ ⎞= ∇ ⋅ − ⋅∇⎜ ⎟⎜ ⎟ ⎝ ⎠⎝ ⎠

∑ ∑JJJJ JJJJ （4）

系统的熵增加率为
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i i i
i

i i

dS d d
dt T T

µ µ
τ τ⎛ ⎞ ⎛ ⎞= ∇ ⋅ − ⋅∇⎜ ⎟⎜ ⎟ ⎝ ⎠⎝ ⎠

∑ ∑∫ ∫
JJJJ JJJJ

.i i
i i

i i
d d

T T
µ µ

τ⎛ ⎞= ⋅ − ⋅∇⎜ ⎟
⎝ ⎠

∑ ∑∫ ∫� J JJ JJ JJ Jσσσσ （5）

与式（5.1.6）比较，知熵流密度为

.i
S i

i T
µ

= −∑J JJ JJ JJ J （6）

局域熵产生率为

.i
i

i
Θ

T
µ⎛ ⎞= ⋅∇ −⎜ ⎟

⎝ ⎠
∑ JJJJ （7）

5.4 承前 5.3 题，在粒子流密度与动力呈线性关系的情形下，试就扩散

过程证明最小熵产生定理.

解: 5.3题式（7）已求得在多元系中扩散过程的局域熵产生率为

.i
i

i
Θ

T
µ

= − ⋅∇∑ JJJJ （1）

系统的熵产生率为

.i
i

i
P d

T
µ

τ= − ⋅∇∑∫ JJJJ （2）

在粒子流密度与动力呈线性关系的情形下，有

,i
i iL

T
µ⎛ ⎞= −∇⎜ ⎟

⎝ ⎠
JJJJ （3）

所以，有
2

,i
i

i
P L d

T
µ

τ⎛ ⎞= −∇⎜ ⎟
⎝ ⎠

∑∫ （4）

则

12

12

i i
i

i

i
i

i

dP L d
dt T T t

d
T t

µ µ
τ

µ
τ

∂⎛ ⎞ ⎛ ⎞= −∇ ⋅ − ∇⎜ ⎟ ⎜ ⎟∂⎝ ⎠ ⎝ ⎠
∂⎛ ⎞= ⋅ − ∇⎜ ⎟∂⎝ ⎠

∑∫

∑∫ JJJJ
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1 12 2 .i i
i i

i i
d d

T t T t
µ µ

τ τ
⎧ ∂ ⎫ ∂⎛ ⎞ ⎛ ⎞= ∇ ⋅ − + ∇⋅ ⋅⎨ ⎬⎜ ⎟ ⎜ ⎟∂ ∂⎝ ⎠ ⎝ ⎠⎩ ⎭

∑ ∑∫ ∫J JJ JJ JJ J （5）

上式第一项可化为边界上的面积分. 在边界条件下随时间变化的情形下，此

项为零. 在恒温恒压条件下，有

,ji i

j j

n
t n t
µ µ ∂∂ ∂

=
∂ ∂ ∂∑

再利用扩散过程的连续性方程（习题 5.3式（3）），可将式（5）表为

,

1 .ji i

i j j

n ndP d
dt T n t t

µ
τ

∂∂ ∂
= −

∂ ∂ ∂∑∫ （6）

现在讨论式（6）中被积函数的符号. 由于系统中各小部分处在局域平衡，

在恒温恒压条件下，局域吉布斯函数密度g 应具有极小值，即它的一级微分

0,i i
i

g nδ µ δ= =∑
二级微分

2

,
0,i

i j
i j j

g n n
n
µ

δ δ δ
∂

= ≥
∂∑ （7）

其中用了式（4.1.11）.

应当注意， iµ 作为 1, , , , kT p n n⋯ 的函数，是 1, , kn n⋯ 的零次齐函数，因此

式（6）和式（7）中的 i

jn
µ∂
∂

不是完全独立的，要满足零次齐函数的条件（习题

4.2）

0.i
j

j j

n
n
µ∂

=
∂∑ （8）

比较式（6）和式（7），注意它们都同样满足式（8），知式（6）的被各函数

不为负，故有

0.dP
dt

≤ （9）

这是多元系中扩散过程的最小熵产生定理.

5.5 系统中存在下述两个化学反应：
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1

2

3

A X 2X,

B X C.

k

k

k

+

+ →

⇌

假设反应中不断供给反应物 A和 B，使其浓度保持恒定，并不断将生成物 C
排除. 因此，只有 X的分子数密度 Xn 可以随时间变化. 在扩散可以忽略的情

形下， Xn 的变化率为

2X
1 A X 2 X 3 B X.

dn k n n k n k n n
dt

= − −
′

引入变量

31
2 A B X

2 2

, , , ,kkt k t a n b n X n
k k

′= = = =

上述方程可以表为

( ) 2.dX a b X X
dt

= − −

试求方程的定常解，并分析解的稳定性.

解: 反应

1A X 2Xk+ ⎯⎯→

的反应速率与 1 A,k n 和 Xn 成正比，反应后增加一个 X分子；反应

22X A Xk⎯⎯→ +

的反应速率与 2k 和 2
Xn 成正比，反应后减少一个X分子. 反应

3B X Ck+ ⎯⎯→

的反应速率与 3 B,k n 和 Xn 成正比，反应后减少一个 X分子. 在扩散可以忽略的

情形下， Xn 的变化率为

2X
1 A X 2 X 3 B X.

dn k n n k n k n n
dt

= − + （1）

引入变量

31
2 A B X

2 2

, , , ,kkt k t a n b n X n
k k

′= = = =

式（1）可以表为

( ) 2.dX a b X X
dt

= − − （2）

方程（2）的定常解 0X 满足 0 0,dX
dt

= 即

( )0 0 0.X a b X− − =⎡ ⎤⎣ ⎦ （3）
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方程（3）有两个解：

01 020, .X X a b= = − （4）

下面用线性稳定性分析讨论这两个定常解的稳定性. 假设发生涨落，解

由 0X 变为

0 .X X X= + ∆ （5）

将式（5）代入式（2），准确到 X∆ 的一次项，有

( ) 02Xd X a b X X
dt
∆ = − ∆ − ∆

( )02 .a b X X= − − ∆ （6）

设 tX Ceω= ，代入式（6），得

02 .a b Xω = − − （7）

（a）对于定常解

01 0,X =

有

.a bω = −

如果

0,a b− <

有

0,ω <

则发生涨落 X∆ 后， X∆ 会随时间衰减，使 X 回到 01.X 所以定常解 01X 是稳定的.

反之，如果

0,a b− >

则

0,ω >

涨落将随时间增长，定常解 01X 是不稳定的.

（b）对于常解

02 ,X a b= −

有 .a bω = − +

由于 02X 是 X分子的浓度， 02X 应是正实数（ 02 0X = 不必再考虑），必有

,a b>

因而

0.ω <
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所以定常解 02X 是稳定的.

5.6 系统中存在下述两个化学反应：

1

2

3

A X 3X,

B X C.

k

k

k

+ →

+ ⎯⎯→

假设反应中不断供给反应物 A和 B，使其浓度保持恒定，并不断将生成物 C
排除，因此只有 X的浓度 Xn 可以发生改变. 假设扩散可以忽略，试写出 Xn 的

变化率方程，求方程的定常解，并分析解的稳定性.

解: 与 5.5 题类似，对于题设的化学反应，组元X的变化率方程为

3X
1 A X 2 X 3 B X2 2 .dn k n n k n k n n

dt
= − −

′
（1）

令 31
2 A B X

2 2

, , ,kkt k t a n b n X n
k k

′= = = = ，可将式（1）表为

( ) 32 2dX a b X X
dt

= − − （2）

式（2）的定常解 0X 满足 0 0dX
dt

= ，即

( )20 02 2 0.X a b X− − = （3）

式（3）有两个解：

01 02
20. .
2

a bX X −
= = （4）

现在用线性稳定性分析讨论这两个定常解的稳定性. 假设发生涨落，解

由 0X 变为

0 ,X X X= + ∆ （5）

代入式（2），保留 X∆ 的线性项，得

( ) 2
02 6 .d X a b X X X

dt
∆ = − ∆ − ∆ （6）

令 tX Ceω∆ = ，代入式（6），有
2
02 6 .a b Xω = − − （7）

（a）对于定常解

01 0,X =

有

2 .a bω = −
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如果

2 0,a b− >

01X 是不稳定的. 如果

2 0,a b− <

01X 是稳定的.

（b）对于定常解

02
2 ,
2

a bX −
=

注意 02X 是 X的浓度，是正实数（ 02 0X = 不必再考虑），故只取“+”号，且

2 0,a b− >

由式（7）知

0.ω <

因此定常解 02
2
2

a bX −
= 是稳定的.

补充题 1 浸没在热源中的导线存在电流密度为 eJJJJ 的真流电流. 已知欧姆

定律 e Eσ=JJJJ 适用. 试求在此单纯的电导过程中的熵流密度和局域熵产生率.

解: 考虑导线的一个体积元. 体积元中电子的数密度 n满足物质守恒定

律

0,n
n
t

∂
+∇⋅ =

∂
JJJJ （1）

nJJJJ 是电子流密度. 以 e− 表示电子的电荷，电荷密度 ( )e nρ = − ，电流密度

( ) .e ne= −J JJ JJ JJ J 与式（1）相应的电荷守恒定律为

0.et
ρ∂
+∇⋅ =

∂
JJJJ （2）

体积元中内能密度u 的变化满足能量守恒定律

0,u
u
t

∂
+∇⋅ =

∂
JJJJ （3）

uJJJJ 是内能流密度，它是热流密度 qJJJJ 和电子流所携带的能流密度 nµJJJJ 之和，即

.u q nµ= +J J JJ J JJ J JJ J J （4）

将式（4）代入式（3），有
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( ).q n
u
t

µ
∂

= −∇⋅ −∇⋅
∂

J JJ JJ JJ J （5）

根据热力学基本方程（5.1.4），局域熵密度的增加率为
1 .S u n

t T t T t
µ∂ ∂ ∂

= −
∂ ∂ ∂

（6）

将式（1）和式（5）代入式（6），有

( ) ( )1 1
q n n

S
t T T T

µ
µ

∂
= − ∇⋅ − ∇⋅ + ∇⋅

∂
J J JJ J JJ J JJ J J

1 .q n
qT T T

µ⎛ ⎞ ⋅∇
= −∇⋅ + ⋅∇ −⎜ ⎟

⎝ ⎠

JJJJ JJJJJJJJ （7）

在导体性质均匀和温度均匀的情形下，有
1 0,
T

∇ =

e e Vµ µ∇ =∇ = − ∇ ，

V 是电势，所以

q e VS
t T T

⎛ ⎞ ⋅∇∂
= −∇⋅ −⎜ ⎟∂ ⎝ ⎠

JJJJ JJJJ

2

,q E
T T

σ⎛ ⎞
= −∇⋅ +⎜ ⎟

⎝ ⎠

JJJJ
（8）

最后一步用了欧姆定律.

将式（8）对系统（导线）积分，得系统的熵增加率为

2
qdS Ed d

dt T T
σ

τ τ= − ∇⋅ +∫ ∫
JJJJ

2

,q Ed d
T T

σ
σ τ= − ⋅ +∫ ∫�

JJJJ
（9）

最后一步利用高斯定理将右方第一项换为面积分. 由此可知，焦耳热效应导

致的局域熵产生率为

2

.EΘ
T

σ
= （10）

熵流密度为

.q
S T
=
JJJJ

JJJJ （11）

热量和熵都从导线流入热源. 如果焦耳效应产生的热量能及时从导线流出，
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则
2.q Eσ∇⋅ =JJJJ

由式（9）知，熵增加率为零，系统处在定常状态.

补充题 2 承上题，在电流密度与动力呈线性关系的情形下，试就单纯的

电导过程证明最小熵产生定理.

解: 上题式（8）已证明，在单纯的电导过程中，局域熵产生率为

.e VΘ
T
⋅∇

= −
JJJJ

（1）

在电流密度 eJJJJ 与动力
V

T
∇

− 呈线性关系的情形下，有

,e
VL

T
∇⎛ ⎞= −⎜ ⎟

⎝ ⎠
JJJJ （2）

L 是动理系数.系统的熵产生率为

.e
Vp Θd d

T
τ τ

∇⎛ ⎞= = ⋅ −⎜ ⎟
⎝ ⎠∫ ∫ JJJJ （3）

熵产生率的变化率为

12

2

2 2

e

e e

dp V VL d
dt T T t

V d
T t

V Vd d
T t T t

τ

τ

τ τ

∇ ∂⎛ ⎞⎛ ⎞= − − ∇⎜ ⎟⎜ ⎟∂⎝ ⎠⎝ ⎠
∂⎛ ⎞= − ⋅∇⎜ ⎟∂⎝ ⎠
∂ ∂⎛ ⎞= − ∇⋅ + ∇⋅⎜ ⎟∂ ∂⎝ ⎠

∫

∫

∫ ∫

JJJJ

J JJ JJ JJ J

2 2 .e e
V Vd d

T t T t
σ τ

∂ ∂
= − ⋅ + ∇ ⋅

∂ ∂∫ ∫� J JJ JJ JJ J （4）

式（4）右方第一项在系统（导线）表面上求面积分. 假设电源电压没有涨落，

在导线与电源的接头上， 0V
t

∂
=

∂
；电流不从导线的其余表面漏出， 0.e dσ⋅ =JJJJ 因

此式（4）的面积分为零，有

2 2 .e
dp V Vd d
dt T t T t t

ρ
τ τ

∂ ∂ ∂
= ∇⋅ = −

∂ ∂ ∂∫ ∫JJJJ （5）

第二步利用了电荷守恒定律习题 5.3式（2）.

虽然电源电压是稳定的，导线内的涨落可能使其中的电势发生改变：

( ) ( ) ( ), , ,V x t V x V x t= +∇
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( ),V x t∇ 是涨落电势，相应的涨落电荷密度为 ( ), .x tρ∇ 在电磁效应可以忽略的

情形下，二者满足泊松方程

( ) ( )2

0

1, , ,V x t x tρ
ε

∇ ∆ = − ∆ （6）

0ε 是真空介电常量. 将式（6）求对时间 t的偏导数，注意

( )

( )

, ,

, ,

VV x t
t t

x t
t t

ρ
ρ

∂ ∂
∆ =

∂ ∂
∂ ∂
∆ =

∂ ∂

代入式（5）可得

202 .dP V V d
dt T t t

ε
τ

∂ ∂
= ∇

∂ ∂∫ （7）

根据格林公式

( )2 d d
n
ψ

φ ψ φ ψ τ φ
∂

∇ +∇ ⋅∇ = ⋅
∂∫ ∫� σσσσ

令其中的
V
t

φ ψ
∂

= =
∂

，即有

2
2 .V V V V Vd d d

t t t t n t
τ τ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂⎛ ⎞∇ = − ∇ + ⋅⎜ ⎟∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂⎝ ⎠∫ ∫ ∫� σσσσ （8）

与式（4）中面积分等于零相类似，上式中的面积分也等于零，所以有
2

02 .dP V d
dt T t

ε
τ∂⎛ ⎞= − ∇⎜ ⎟∂⎝ ⎠∫ （9）

上式意味着，如果导线内部发生涨落使 0V
t

∂
∇ ≠

∂
，导线中存在的线性电导过程

将使系统的熵产生率减小，直到熵产生率达到极小为止，这是单纯电导过程

的最小熵产生定理.

第六章 近独立粒子的最概然分布

6.1 试根据式（6.2.13）证明：在体积 V 内，在ε 到 dε+ ε 的能量范围内，

三维自由粒子的量子态数为

( ) ( )
13
22

3

2d 2 d .VD m
h
π

ε ε ε ε=

解: 式（6.2.13）给出，在体积 3V L= 内，在 xp 到 d ,x x yp p p+ 到 d ,y y xp p p+ 到

dx xp p+ 的动量范围内，自由粒子可能的量子态数为
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3 d d d .x y z
V p p p
h

（1）

用动量空间的球坐标描述自由粒子的动量，并对动量方向积分，可得在体积 V
内，动量大小在 p 到 dp p+ 范围内三维自由粒子可能的量子态数为

2
3

4π d .V p p
h

（2）

上式可以理解为将µ空间体积元 24 dVp pπ （体积 V，动量球壳 24π dp p）除以相格

大小 3h 而得到的状态数.

自由粒子的能量动量关系为

2

.
2
p
m

ε =

因此

2 ,
d .

p m
p p md

ε
ε

=
=

将上式代入式（2），即得在体积 V 内，在ε 到 dε ε+ 的能量范围内，三维自由

粒子的量子态数为

( )
13
22

3

2π( )d 2 d .VD m
h

ε ε ε ε= （3）

6.2 试证明，对于一维自由粒子，在长度 L 内，在ε 到 dε ε+ 的能量范围

内，量子态数为

( )
1
22d d .

2
L mD
h

ε ε ε
ε

⎛ ⎞= ⎜ ⎟
⎝ ⎠

解: 根据式（6.2.14），一维自由粒子在 µ空间体积元 d d xx p 内可能的量子

态数为
d d .xx p

h
在长度 L 内，动量大小在 p 到 dp p+ 范围内（注意动量可以有正负两个可能的

方向）的量子态数为
2 d .L p
h

（1）

将能量动量关系
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2

2
p
m

ε =

代入，即得

( )
1
22d d .

2
L mD
h

ε ε ε
ε

⎛ ⎞= ⎜ ⎟
⎝ ⎠

（2）

6.3 试证明，对于二维的自由粒子，在面积 2L 内，在ε 到 dε ε+ 的能量范

围内，量子态数为

( )
2

2

2π .LD d md
h

ε ε ε=

解: 根据式（6.2.14），二维自由粒子在 µ空间体积元 d d d dx yx y p p 内的量子

态数为

2

1 d d d d .x yx y p p
h

（1）

用二维动量空间的极坐标 ,p θ描述粒子的动量， ,p θ与 ,x yp p 的关系为

cos ,
sin .

x

y

p p
p p

θ
θ

=
=

用极坐标描述时，二维动量空间的体积元为

d d .p p θ

在面积 2L 内，动量大小在 p 到 dp p+ 范围内，动量方向在θ到 dθ θ+ 范围内，二

维自由粒子可能的状态数为

2

2

d d .L p p
h

θ
（2）

对dθ积分，从 0 积分到2π，有
2

0
d 2π.

π
θ =∫

可得在面积 2L 内，动量大小在 p 到 dp p+ 范围内（动量方向任意），二维自由粒

子可能的状态数为

2

2

2π d .L p p
h

（3）

将能量动量关系
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2

2
p
m

ε =

代入，即有

( )
2

2

2πd d .LD m
h

ε ε ε= （4）

6.4 在极端相对论情形下，粒子的能量动量关系为

.cpε =

试求在体积 V 内，在ε 到的能量范围内三维粒子的量子态数.

解:式（6.2.16）已给出在体积 V 内，动量大小在 p 到 dp p+ 范围内三维自

由粒子可能的状态数为

2
3

4 d .V p p
h
π

（1）

将极端相对论粒子的能量动量关系

cpε =

代入，可得在体积 V 内，在ε 到 dε ε+ 的能量范围内，极端相对论粒子的量子

态数为

( )
( )

2
3

4πd d .VD
ch

ε ε ε ε= （2）

6.5 设系统含有两种粒子，其粒子数分别为N 和 N ′. 粒子间的相互作用

很弱，可以看作是近独立的. 假设粒子可以分辨，处在一个个体量子态的粒

子数不受限制. 试证明，在平衡状态下两种粒子的最概然分布分别为

l
l la e α βεω − −=

和

,l
l la e α βεω ′ ′− −′ ′=

其中 lε 和 lε ′是两种粒子的能级， lω 和 lω ′是能级的简并度.

解： 当系统含有两种粒子，其粒子数分别为N 和 N ′，总能量为 E，体积

为 V时，两种粒子的分布{ }la 和{ }la ′ 必须满足条件

, ,l l
l l

l l l l
l l

a N a N

a a Eε ε

′ ′= =

′ ′+ =

∑ ∑

∑ ∑
（1）



103

才有可能实现.

在粒子可以分辨，且处在一个个体量子态的粒子数不受限制的情形下，

两种粒子分别处在分布{ }la 和{ }la ′ 时各自的微观状态数为

! ,
!

! .
!

l

l

a
l

ll
l

a
l

ll
l

NΩ
a

NΩ
a

ω

ω ′

=

′
′ ′=

′

∏∏

∏
∏

（2）

系统的微观状态数 ( )0Ω 为
( )0 .Ω Ω Ω′= ⋅ （3）

平衡状态下系统的最概然分布是在满足式（1）的条件下使 ( )0Ω 或 ( )0InΩ 为极大

的分布. 利用斯特令公式，由式（3）可得

( ) ( )0In ln

ln ln ln ln ln ln ,l l l l l l l l
l l l l

Ω Ω Ω

N N a a a N N a a aω ω

′= ⋅

′ ′ ′′ ′ ′= − + + − +∑ ∑ ∑ ∑

为求使 ( )0lnΩ 为极大的分布，令 la 和 la ′各有 laδ 和 laδ ′的变化， ( )0lnΩ 将因而有
( )0δ lnΩ 的变化. 使 ( )0lnΩ 为极大的分布{ }la 和{ }la ′ 必使

( )0δ ln 0,Ω =

即

( )0δ ln ln δ ln δ 0.l l
l l

l ll l

a aΩ a a
ω ω

⎛ ⎞′⎛ ⎞ ′= − − ⎜ ⎟ =⎜ ⎟ ⎜ ⎟′⎝ ⎠ ⎝ ⎠
∑ ∑

但这些δ la 和δ la ′不完全是独立的，它们必须满足条件

δ δ 0,

δ δ 0,

δ δ δ 0.

l
l

l
l

l l l l
l l

N a

N a

E a aε ε

= =

′′ = =

′ ′= + =

∑

∑

∑ ∑

用拉氏乘子 ,α α ′和 β 分别乘这三个式子并从 ( )0δ lnΩ 中减去，得

( )0δ ln δ δ δ

ln δ ln δ

0.

l l
l l l l

l ll l

Ω N N E

a aa a

α α β

α βε α βε
ω ω

′ ′− − −

⎛ ⎞′⎛ ⎞ ′ ′′= − + + − ⎜ + + ⎟⎜ ⎟ ⎜ ⎟′⎝ ⎠ ⎝ ⎠
=

∑ ∑

根据拉氏乘子法原理，每个δ la 和δ la ′的系数都等于零，所以得
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ln 0,

ln 0,

l
l

l

l
l

l

a

a

α βε
ω

α βε
ω

+ + =

′
′ ′+ + =

′

即

.

l

l

l l

l l

a e

a e

α βε

α βε

ω

ω

− −

′′− −

=

′ ′=
（4）

拉氏乘子 ,α α ′和 β 由条件（1）确定. 式（4）表明，两种粒子各自遵从玻耳

兹曼分布. 两个分布的α 和α ′可以不同，但有共同的 β . 原因在于我们开始就

假设两种粒子的粒子数 ,N N ′和能量 E 具有确定值，这意味着在相互作用中两

种粒子可以交换能量，但不会相互转化. 从上述结果还可以看出，由两个弱

相互作用的子系统构成的系统达到平衡时，两个子系统有相同的β .

6.6 同上题，如果粒子是玻色子或费米子，结果如何？

解: 当系统含有 N 个玻色子， N ′个费米子，总能量为 E，体积为 V 时，

粒子的分布{ }la 和{ }la ′ 必须满足条件

,

,

l
l

l
l

a N

a N

=

′ ′=

∑

∑

l l l l
l l

a a Eε ε ′ ′+ =∑ ∑ （1）

才有可能实现.

玻色子处在分布{ }la ，费米子处在分布{ }la ′ 时，其微观状态数分别为

( )
( )

( )

1 !
,

! 1 !

.
! !

l l

l l l

l

l l l l

a
Ω

a

Ω
a a

ω
ω

ω

ω

+ −
=

−

′
′ =

′ ′′ −

∏

∏

系统的微观状态数 ( )0Ω 为
( )0 .Ω Ω Ω′= ⋅ （3）

平衡状态下系统的最概然分布是在满足式（1）条件下使 ( )0Ω 或 ( )0l nΩ 为极大的

分布. 将式（2）和式（3）取对数，利用斯特令公式可得
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( ) ( ) ( )

( ) ( )

0ln ln ln ln

ln ln ln .

l l l l l l l l
l

l l l l l l l l
l

Ω a a a a

a a a a

ω ω ω ω

ω ω ω ω

= + + − − +⎡ ⎤⎣ ⎦

′ ′ ′ ′ ′ ′ ′ ′− − − −⎡ ⎤⎣ ⎦

∑

∑

令各 la 和 la′有 δ la 和 δ la ′的变化， ( )0lnΩ 将因而有 ( )0δ lnΩ 的变化，使用权 ( )0lnΩ 为

极大的分布{ }la 和{ }la ′ 必使
( )0δ ln 0,Ω =

即

( ) ( ) ( )0 ln
δ ln δ ln δ

0.

l ll l
l l

l ll l

aa
Ω a a

a a

ωω ′ ′−+ ′= +
′

=

∑ ∑

但这此致δ la 和δ la ′不完全是独立的，它们必须满足条件

δ δ 0,

δ δ 0,

δ δ δ 0.

l
l

l
l

l l l l
l l

N a

N a

E a aε ε

= =

′′ = =

′ ′= + =

∑

∑

∑ ∑

用拉氏乘子 ,α α ′和 β 分别乘这三个式子并从 ( )0δ lnΩ 中减去，得
( )

( ) ( )
0δ ln δ δ δ

ln δ ln δ

0.

l ll l
l l l l

l ll l

Ω N N E

aa
a a

a a

α α β

ωω
α βε α βε

′ ′− − −

⎛ ⎞′ ′−+⎛ ⎞ ⎜ ⎟′ ′′= − − − + − −⎜ ⎟ ⎜ ⎟′⎝ ⎠ ⎜ ⎟
⎝ ⎠

=

∑ ∑

根据拉氏乘子法原理，每个δ la 和δ la ′的系数都等于零，所以得

ln 0,

ln 0,

l l
l

l

l l
l

l

a
a

a

ω
α βε

ω
α βε

ω

+
− − =

′ ′− ′ ′− − =
′

即

,
1

.
1

l

l

l
l

l
l

a
e

a
e

α βε

α βε

ω

ω

− −

′′− −

=
−
′

′ =
+

（4）

拉氏乘子 ,α α ′和 β 由条件（1）确定. 式（4）表明，两种粒子分别遵从玻色
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分布和费米分布，其中α 和α ′不同，但 β 相等.

第七章 玻耳兹曼统计

7.1 试根据公式 l
l

l
p a

V
ε∂

= −
∂∑ 证明，对于非相对论粒子

( )
22

2 2 21 2
2 2 x y z
p n n n
m m L

πε ⎛ ⎞= = + +⎜ ⎟
⎝ ⎠

ℏ
, ( ), , 0, 1, 2, ,x y zn n n = ± ± ⋯

有
2 .
3
Up
V

=

上述结论对于玻耳兹曼分布、玻色分布和费米分布都成立.

解: 处在边长为 L 的立方体中，非相对论粒子的能量本征值为

( )
2

2 2 21 2
2x y zn n n x y zn n n

m L
πε ⎛ ⎞= + +⎜ ⎟

⎝ ⎠
ℏ , ( ), , 0, 1, 2, ,x y zn n n = ± ± ⋯ （1）

为书写简便起见，我们将上式简记为
2
3 ,l aVε

−
= （2）

其中 3V L= 是系统的体积，常量
( ) ( )

2
2 2 22

2 x y za n n n
m
π

= + +
ℏ

，并以单一指标 l 代表

, ,x y zn n n 三个量子数.

由式（2）可得

5
1 132 2 .

3 3
aV

V V
ε ε−∂

= − = −
∂

（3）

代入压强公式，有

2 2 ,
3 3

l
l l l

l l

Up a a
V V V
ε

ε
∂

= − = =
∂∑ ∑ （4）

式中 l l
l

U a ε=∑ 是系统的内能.

上述证明示涉及分布{ }la 的具体表达式，因此式（4）对玻耳兹曼分布、玻

色分布和费米分布都成立.

前面我们利用粒子能量本征值对体积 V 的依赖关系直接求得了系统的压

强与内能的关系. 式（4）也可以用其他方法证明. 例如，按照统计物理的一
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般程序，在求得玻耳兹曼系统的配分函数或玻色（费米）系统的巨配分函数

后，根据热力学量的统计表达式可以求得系统的压强和内能，比较二者也可

证明式（4）.见式（7.2.5）和式（7.5.5）及王竹溪《统计物理学导论》§6.2
式（8）和§6.5式（8）. 将位力定理用于理想气体也可直接证明式（4），见

第九章补充题 2 式（6）.

需要强调，式（4）只适用于粒子仅有平衡运动的情形. 如果粒子还有其

他的自由度，式（4）中的 U仅指平动内能.

7.2 试根据公式 l
l

l
p a

V
ε∂

= −
∂∑ 证明，对于相对论粒子

( )
1

2 2 2 22
x y zcp c n n n

L
π

ε = = + +
ℏ

, ( ), , 0, 1, 2, ,x y zn n n = ± ± ⋯

有
1 .
3

Up
V

=

上述结论对于玻耳兹曼分布、玻色分布和费米分布都成立.

解: 处在边长为 L 的立方体中，极端相对论粒子的能量本征值为

( )
1

2 2 2 22
x y zn n n x y zc n n n

L
π

ε = + +
ℏ ( ), , 0, 1, 2, ,x y zn n n = ± ± ⋯ （1）

用指标 l表示量子数 , , ,x y zn n n V 表示系统的体积， 3V L= ，可将上式简记为
1
3 ,l aVε

−
= （2）

其中

( )
1

2 2 2 22 .x y za c n n nπ= + +ℏ

由此可得

4
31 1 .

3 3
l laV

V V
ε ε−∂

= − = −
∂

（3）

代入压强公式，得

1 .
3 3

l
l l l

l l

Up a a
V V V
ε

ε
∂

= − = =
∂∑ ∑ （4）

本题与 7.1题结果的差异来自能量本征值与体积 V 函数关系的不同.

式（4）对玻耳兹曼分布、玻色分布和费米分布都适用.
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7.3 当选择不同的能量零点时，粒子第 l个能级的能量可以取为 lε 或 *.lε

以∆表示二者之差， * .l lε ε∆ = − 试证明相应配分函数存在以下关系 *
1 1Z e Zβ− ∆= ，并

讨论由配分函数 1Z 和 *
1Z 求得的热力学函数有何差别.

解: 当选择不同的能量零点时，粒子能级的能量可以取为 lε 或 * .l lε ε= + ∆ 显

然能级的简并度不受能量零点选择的影响. 相应的配分函数分别为

1 ,l
l

l
Z e βεω −=∑ （1）

**
1

l

l

l
l

l
l

Z e

e e

βε

βεβ

ω

ω

−

−− ∆

=

=

∑

∑

1,e Zβ− ∆= （2）

故
*
1 1ln ln .Z Z β= − ∆ （3）

根据内能、压强和熵的统计表达式（7.1.4），（7.1.7）和（7.1.13），容易证明
* ,U U N= + ∆ （4）

* ,p p= （5）
* ,S S= （6）

式中 N 是系统的粒子数. 能量零点相差为∆时，内能相差N∆是显然的. 式（5）

和式（6）表明，压强和熵不因能量零点的选择而异. 其他热力学函数请读者

自行考虑.

值得注意的是，由式（7.1.3）知
* ,α α β= − ∆

所以

l
l la e α βεω − −=

与
* ** l

l la e α βεω − −=

是相同的. 粒子数的最概然分布不因能量零点的选择而异. 在分析实际问题

时可以视方便选择能量的零点.

7.4 试证明，对于遵从玻耳兹曼分布的定域系统，熵函数可以表示为

ln ,s s
s

S Nk P P= − ∑
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式中 sP 是粒子处在量子态 s 的概率，

1

,
s s

s
e eP

N Z

α βε βε− − −

= =

s
∑ 是对粒子的所有量子态求和.

对于满足经典极限条件的非定域系统，熵的表达式有何不同？

解: 根据式（6.6.9），处在能量为 sε 的量子态 s 上的平均粒子数为

.s
sf e α βε− −= （1）

以 N 表示系统的粒子数，粒子处在量子态 s 上的概率为

1

.
s s

s
e eP

N Z

α βε βε− − −

= = （2）

显然， sP 满足归一化条件

1,s
s

P =∑ （3）

式中
s
∑ 是对粒子的所有可能的量子态求和. 粒子的平均能量可以表示为

.s s
s

E Pε=∑ （4）

根据式（7.1.13），定域系统的熵为

( )
( )

1 1

1

1

ln ln

ln

lns s
s

S Nk Z Z

Nk Z

Nk P Z

β
β

βε

βε

⎛ ⎞∂
= −⎜ ⎟∂⎝ ⎠

= +

= +∑

ln .s s
s

Nk P P= − ∑ （5）

最后一步用了式（2），即

1ln ln .s sP Z βε= − − （6）

式（5）的熵表达式是颇具启发性的. 熵是广延量，具有相加性. 式（5）意

味着一个粒子的熵等于 ln .s s
s

k P P− ∑ 它取决于粒子处在各个可能状态的概率

sP . 如果粒子肯定处在某个状态 r ，即 s srP δ= ，粒子的熵等于零. 反之，当粒

子可能处在多个微观状态时，粒子的熵大于零. 这与熵是无序度的量度的理

解自然是一致的. 如果换一个角度考虑，粒子的状态完全确定意味着我们对

它有完全的信息，粒子以一定的概率处在各个可能的微观状态意味着我们对
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它缺乏完全的信息. 所以，也可以将熵理解为信息缺乏的量度. 第九章补充

题 5还将证明，在正则系综理论中熵也有类似的表达式. 沙农（Shannon）在

更普遍的意义上引进了信息熵的概念，成为通信理论的出发点. 甄尼斯

（Jaynes）提出将熵当作统计力学的基本假设，请参看第九章补充题5.

对于满足经典极限条件的非定域系统，式（7.1.13′）给出

1 1ln ln ln !,S Nk Z Z k Nβ
β

⎛ ⎞∂
= − −⎜ ⎟∂⎝ ⎠

上式可表为

0ln ,s s
s

S Nk P P S= − +∑ （7）

其中

( )0 ln ! ln 1 .S k N Nk N= − = − −

因为

,s sf NP=

将式（7）用 sf 表出，并注意

,s
s

f N=∑

可得

ln .s s
s

S k f f Nk= − +∑ （8）

这是满足玻耳兹曼分布的非定域系统的熵的一个表达式. 请与习题 8.2 的结

果比较.

7.5 因体含有 A，B两种原子. 试证明由于原子在晶体格点的随机分布

引起的混合熵为

( ) ( )
( ) ( )

!ln
! 1 !

ln 1 ln 1 ,

NS k
Nx N x

Nk x x x x

=
−⎡ ⎤⎣ ⎦

= − + − −⎡ ⎤⎣ ⎦

其中 N 是总原子数， x是 A原子的百分比，1 x− 是 B原子的百分比. 注意 1x < ，

上式给出的熵为正值.

解: 玻耳兹曼关系给出物质系统某个宏观状态的熵与相应微观状态数Ω

的关系：

ln .S k Ω= （1）



111

对于单一化学成分的固体（含某种元素或严格配比的化合物），Ω来自晶格振

动导致的各种微观状态. 对于含有 A，B两种原子的固体，则还存在由于两种

原子在晶体格点上的随机分布所导致的 Ω 。如果近似认为原子在格点的随机

分布与晶格振动没有相互影响，则

,Ω Ω Ω= ⋅振动 混合

于是

ln lnS k Ω k Ω= +振动 混合

.S S= +振动 混合 （2）

本题要计算 .S混合

以 N 表示固体所含的总原子数（等于晶体的格点数）， x表示 A原子的百

分比，1 x− 表示 B原子的百分比，则 A，B的原子数分别为 Nx和 ( )1N x− . 由

于 A，B原子在格点上的随机分布引起的微观状态数为

( ) ( )
! ,

! 1 !
NΩ

Nx N x
=

−⎡ ⎤⎣ ⎦
混合 （3）

则

( ) ( )

ln
!ln .

! 1 !

S k Ω
Nk

Nx N x

=

=
−⎡ ⎤⎣ ⎦

混合 混合

利用斯特令公式，可将上式简化为

( ) ( )ln 1 ln 1 .S Nk x x x x= − + − −⎡ ⎤⎣ ⎦混合 （4）

由于 1x < ，上式给出的混合熵是正的.

7.6 晶体含有 N 个原子. 原子在晶体中的正常位置如图中的“O”所示.

当原子离开正常位置而占据图中的“×”位置时，晶体中就出现缺位和填隙原

子. 晶体的这种缺陷称为弗伦克尔（Frenkel）缺陷.
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（a）假设正常位置和填隙位置都是 N，试证明，由于在晶体中形成n个缺

位和填隙原子而具有的熵等于

( )
!2 In .

! !
NS k

n N n
=

−

（b）设原子在填隙位置和正常位置的能量差为u . 试由自由能F nu TS= −

为极小证明，温度为 T 时，缺位和填隙原子数为

2
u
kTn Ne

−
≈ （设n N<< ）.

解: 固体中原子的相互作用使固体形成规则的晶格结构. 晶格的格点是

原子的平衡位置. 当所有原子都处在其平衡位置时，固体的能量最低. 绝对

零度下物质将尽可能处在其能量最低的状态. 由于量子效应，绝对零度下原

子并非静止在格点上而是围绕格点作零点振动. 温度升高时，一方面晶格振

动会随温度升高而变得剧烈；另一方面有的原子会离开其正常的格点位置占

据填隙位置，有的原子离开正常的格点位置占据晶体表面的格点位置而形成

新的一层，使固体出现缺陷，前者称为弗伦克尔缺陷，后者称为肖脱基

（Shottky）缺陷. 本题讨论弗伦克尔缺陷，肖脱基缺陷将在 7.7题讨论.

（a）设晶体含有 N 个原子，晶格中正常的格点位置亦为 N. 当 1N >> 时可

以认为填隙位置与正常位置数目相同. 当固体的 N 个正常位置出现n个缺位

时，由于缺位位置的不同，可以有
( )

!
! !

N
n N n−

个微观状态. 同样，由于填隙位

置的不同，也可以有
( )

!
! !

N
n N n−

个微观状态. 因此当固体中出现 n个缺位和 n个

填隙原子时，可能的微观状态数为

( ) ( )
! ! ,

! ! ! !
N NΩ

n N n n N n
= ⋅

− −
（1）

形成弗伦克尔缺陷导致的熵为

( )

ln
!2 ln .

! !

S k Ω
Nk

n N n

=

=
−

（2）

（b）以u 表示原子处在填隙位置与正常位置的能量差. 形成 n个缺位和填

隙原子后，固体内能的增加为
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.U nu= （3）

自由能的改变为

( )
( ) ( )

!2 ln
! !

2 ln ln ln .

F nu TS
Nnu kT

n N n

nu kT N N n n N n N n

= −

= −
−

= − − − − −⎡ ⎤⎣ ⎦

（4）

假设形成缺陷后固体的体积不变，温度为 T 时平衡态的自由能为极小要求

0.F
n

∂
=

∂

由式（4）得

2 ln 0,F N nu kT
n n

∂ −
= − =

∂

即

ln ,
2

N n u
n kT
−

=

由于n N<< ，上式可以近似为

2e .
u
kTn N

−
≈ （5）

实际固体中u 的典型值约为1eV，在 300K时，有

20 8.7e 10 .n
N

− −≈ =

高温下比值会增大.

上述讨论中假设形成缺隐时固体的体积不变. 在这假设下应用了自由能

判据，u 也成为与温度无关的常量.讨论中也忽略了形成缺陷与晶格振动的相

互影响. 这些假设都是近似成立的.

7.7 如果原子脱离晶体内部的正常位置而占据表面上的正常位置，构成

新的一层，晶体将出现如图所示的缺陷，称为肖脱基缺陷. 以 N 表示晶体中

的原子数， n表示晶体中的缺陷数. 如果忽略晶体体积的变化，试用自由能为

极小的条件证明，温度为 T 时，有

e
W
kTn N

−
≈ （设n N<< ）

其中 W 为原子在表面位置与正常位置的能量差.
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解: 当n个原子由内部的正常位置转移到表面的正常位置后，在原有的 N
个正常位置中就有n个缺位. 由于缺位位置的不同，可以有

( )
!

! !
NΩ

n N n
=

−
（1）

个微观状态. 所以形成n个肖脱基缺陷后固体的熵增为

( )

ln
!ln

! !

S k Ω
Nk

n N n

=

=
−

( ) ( )ln ln ln .k N N n n N n N n= − − − −⎡ ⎤⎣ ⎦ （2）

原子处在内部较之处在表面受到更多近邻原子的作用，因而具有较低的能量.

以 W 表示原子在表面位置与正常位置的能量差. 当形成 n个肖脱基缺位后内

能的增加为

.U nW= （3）

自由能的改变为

( )
( ) ( )

!ln
! !

ln ln ln .

F nW TS
NnW kT

n N n

nu kT N N n n N n N n

= −

= −
−

= − − − − −⎡ ⎤⎣ ⎦

（4）

忽略固体体积的变化，温度为 T 时平衡态自由能最小要求

0.F
n

∂
=

∂

由式（4）得

ln 0,F N nW kT
n n

∂ −
= − =

∂

即

ln ,
2

N n W
n kT
−

=

由于 n N<< ，上式可以近似为

2e .
W
kTn N

−
≈ （5）
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W 的典型值约为1eV，在 T=300K时，有

40 17e 10 .n
N

− −≈ =

n的数值随温度升高而增大.

讨论中得到式（4）时所作的近似与 7.6 题的近似相仿.

7.8 稀薄气体由某种原子组成. 原子两个能级能量之差为

2 1 0.ε ε ω− = ℏ

当原子从高能级 2ε 跃迁到低能级 1ε 时将伴随着光的发射. 由于气体中原子的

速度分布和多普勒（Doppler）效应，光谱仪观察到的不是单一频率 0ω 的谱线，

而是频率的一个分布，称为谱线的多普勒增宽. 试求温度为 T 时谱线多普勒

增宽的表达式.

解：我们首先根据在原子跃迁发射光子过程中动量和能量的守恒关系导

出多普勒效应.

为明确起见，假设光谱仪接受沿 z 轴传播的光，原子的誓师为m，初态处

在能级 2ε ，速度为 2υυυυ ，发射能量为 ωℏ ，动量为 kℏ （平行于 z 轴）的光子后跃

迁到能级 1ε ，速度变为 1v 动量守恒和能量守恒要求

1 2 ,m n+ =ℏυυυυ kkkk υυυυ （1）

2 2
1 1 2 2

1 1 .
2 2

mυ mυε ω ε+ + = +ℏ （2）

将式（1）平方并除以2m，得

2 2
2 2
1 1 2

1 1 ,
2 2 2

kmυ mυ
m

+ + ⋅ =
ℏ ℏυυυυ kkkk

代入式（2），注意 2 1 0.ε ε ω− = ℏ 即有

2 2

0 1 ,
2

k
m

ω ω= − ⋅ −
ℏℏ ℏ ℏυυυυ kkkk

或

2
1

0 2 .2
zυ
c mc
ω ω

ω ω= − −
ℏ

（3）

式（3）右方后两项的大小估计如下：考虑
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26

2 -1
1

15 -1

10 kg,
3 10 m s ,

10 s ,
z

m
υ
ω

−

× ⋅

∼
∼
∼

即有

61

9
2

10 ,

10 .
2

zυ
c

mc
ω

−

−

∼

ℏ ∼

因此右方第三项完全可以忽略，且ω与 0ω 的差别很小. 将式（3）改写为

0

1

1
0

1

1 .

z

z

υ
c

υ
c

ω
ω

ω

=
−

⎛ ⎞≈ +⎜ ⎟
⎝ ⎠

（4）

式（4）给出多普勒频移. 多普勒频移通常表达为：当原子以速度 v面对观察

者运动时，观察者看到的光频是

0 1 ,υ
c

ω ω ⎛ ⎞= +⎜ ⎟
⎝ ⎠

其中 0ω 是静止原子发出的光的频率.

根据式（7.3.7），温度为 T 时，气体中原子速度的 z 分量 zυ 到 z zυ dυ+ 之间

的概率与下式成正比：
2

2e d .z
m υ
kT

zυ
−

（5）

将式（4）代入上式可以得到光的频率分布
( )22

0
2
02

0

e d .
cm

kT c
ω ω

ω ω
ω

−
−

（6）

这是以 0ω 为中心的高斯（Gaussian）型分布. 可以将式（6）表示为高斯型分

布的标准形式：

( )
( )

( )20
2 ,

2
1

2 2

1 e
2

F
ω ω

δω
πδ

−
−

= （7）

其中

1
2

0 2 .kT
mc

δ ω ⎛ ⎞= ⎜ ⎟
⎝ ⎠

函数 ( )F ω 满足归一化条件
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( )d 1.F ω ω =∫ （8）

式（7）可以从实验加以验证. 这是实验上验证麦氏速度分布的方法之一.

7.9 气体以恒定速度沿 z 方向作整体运动. 试证明：在平衡状态下分子

动量的最概然分布为

( )23 2
02

3

d d d
e .x y zp p p p x y Zm

V p p p
h

βα ⎡ ⎤− − + + −⎢ ⎥⎣ ⎦

解: 气体是非定域系统，由于满足经典极限条件而遵从玻耳兹曼分布.

与分布{ }la 相应的气体的微观状态数为

,
!

la
l

l

l
l

Ω
a

ω
=
∏
∏

（1）

其对数为

ln ln ln !l l l
l l

Ω a aω= −∑ ∑

( )1ln ln 1 .l l l
l l

a a aω= − −∑ ∑ （2）

在气体沿 z 方向作整体运动的情形下，分布必须满足下述条件：

,

,

l
l

l l
l

a N

a Eε

=

=

∑

∑

,l lz z
l

a p p=∑ （3）

其中 zp 是气体在 z 方向的总动量， lzp 是处在能级 l的分子所具有的 z 方向动量.

气体分子的最概然分布是在限制条件（3）下，使 lnΩ 为极大的分布. 令

各 la 有 laδ 的变化， lnΩ将因而有变化

ln ln ,l
l

l l

aΩ a
ω

δ = − δ∑

限制条件（3）要求

0,

0,

0.

l
l

l l
l

z lz l
l

N a

E a

p p a

ε

δ = δ =

δ = δ =

δ = δ =

∑

∑

∑
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用拉氏乘子 1,α β 和γ 乘这三个式子并从 lnΩδ 中减去，得

1ln

ln

0.

z

l
l lz l

l l

Ω N E p

a p a

α β γ

α βε γ
ω

δ − δ − δ − δ

⎛ ⎞
= − + + + δ⎜ ⎟

⎝ ⎠
=

∑

根据拉氏乘子法原理，每个 laδ 的系数都等于零，所以有

1ln 0,l
l lz

l

a pα βε γ
ω

+ + + =

或

1e .l lzp
l la α βε γω − − −= （4）

可以将式（4）必定为动量的连续分布：在体积 V 内，在动量 xp 到 d ,x x yp p p+

到 d ,y y zp p p+ 到 dz zp p+ 内的分子数为

( )2 2 2
1 2

3

d d d
e ,x y z zp p p p x y zm

V p p p
h

βα γ− − + + −
（5）

或

( )22 2
1 02

3

d d d
e ,x y zp p p p x y zm

V p p p
h

βα ⎡ ⎤− − + + −⎢ ⎥⎣ ⎦ （6）

其中

0

2

1

,

2

mp

m

γ
β

γ
α α

β

= −

= −

2
0

1 .
2

p
m

β
α= − （7）

式中的参量 0, , pα β 由式（3）确定. 由式（3）第一式得

( )22 2
02

3

d d
e x y zp p p p x y zm

V p p p
N

h

βα ⎡ ⎤− − + + −+∞ ⎢ ⎥⎣ ⎦

−∞
= ∫∫ ∫

3
2

3
2

e ,
V m
h

πα
β

⎛ ⎞
− ⎜ ⎟

⎝ ⎠= （8）

代入式（6）消去 1e α− ，可将气体分子的动量分布表达为
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( )22 2
0

3
2

2e d d d .
2

x y zp p p p
m

x y zN p p p
m

ββ
π

⎡ ⎤− + + −⎢ ⎥⎣ ⎦⎛ ⎞
⎜ ⎟
⎝ ⎠

（9）

利用式（9）求 zp 的平均值，得

( )22 2
0

3
2

2
0e d d d .

2
x y xp p p p

m
z z x y zp p p p p p

m

ββ
π

⎡ ⎤− + + −+∞ ⎢ ⎥⎣ ⎦

−∞

⎛ ⎞= =⎜ ⎟
⎝ ⎠ ∫∫ ∫

所以 0p 是 zp 的平均值. 0p 与 zp 的关系为

0.zp Np=

在气体具有恒定的整体速度的情形下,气体的平衡状态不受破坏（参看§

11.6），其物态方程仍由 pV NkT= 描述. 据此容易证明
1 .

kT
β =

7.10 气体以恒定速度 0υ 沿 z 方向作整体运动，求分子的平均平动能量.

解: 根据 7.8 题式（9），以恒定速度 0υ 沿 z 方向作整体运动的气体，其分

子的速度分布为

( )22 2
0

3
2

2e d d d .
2

x y z
m υ υ υ υ
kT

x y z
mN υ υ υ
kTπ

⎡ ⎤− + + −⎢ ⎥⎣ ⎦⎛ ⎞
⎜ ⎟
⎝ ⎠

（1）

分子平动量的平均值为

( ) ( )

( )

22 2
0

22 2
0

3
2 2 2 2 2

1
2 2 2 22 2 2

1 e d d d
2 2

1 1 1e d e d e d .
2 2 2 2

x y z

x y z

m υ υ υ υ
kT

x y z x y z

m m mυ υ υ υ
kT kT kT

x x y y z z

m m υ υ υ υ υ υ
kT

m m υ υ m υ υ m υ υ
kT

ε
π

π

⎡ ⎤− + + −+∞ ⎢ ⎥⎣ ⎦

−∞

− − − −+∞ +∞ +∞

−∞ −∞ −∞

⎛ ⎞= + +⎜ ⎟
⎝ ⎠

⎛ ⎞⎛ ⎞= + +⎜ ⎟⎜ ⎟
⎝ ⎠ ⎝ ⎠

∫∫ ∫

∫ ∫ ∫

上式头两项积分后分别等于
1
2

kT ，第三项的积分等于

( ) ( ) ( ) ( )2 2 2
z 0 0 0

1
2 2 22 2 2

0 0 z 0

2 2
0 0

1 e d 2 e d e d
2 2
1 1 .
2 2

z z
m m mυ υ υ υ υ υ
kT kT kT

z z z z
m m υ υ υ υ υ υ υ υ
kT

kT mυ mυ

π
− − − − − −+∞ +∞ +∞

−∞ −∞ −∞

⎛ ⎞⎛ ⎞ ⋅ − + −⎜ ⎟⎜ ⎟
⎝ ⎠ ⎝ ⎠

= + −

∫ ∫ ∫

因此，

2
0

3 1 .
2 2

kT mυε = + （2）

式（2）表明，气体分子的平动能量等于无规热运动的平均能量
3
2

kT 及整体运
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动能量 2
0

1
2

mυ 之和.

7.11 表面活性物质的分子在液面上作二维自由运动，可以看作二维气

体. 试写出二维气体中分子的速度分布和速率分布，并求平均速率υ，最概然

速率 mυ 和方均根速率 s.υ

解: 参照式（7.3.7）—（7.3.9），可以直接写出在液面上作二维运动的表

面活性物质分子的速度分布和速率分布. 速度分布为

( )2 2

2e d d .
2

x y
m υ υ
kT

x y
m υ υ
kTπ

− +
（1）

速率分布为

2

22 e d .
2

m υ
kTm υ υ

kT
π

π
−

（2）

平均速率为

2
22

0
e d

m υ
kTmυ υ υ

kT
−+∞

= ∫

.
2
kT
m

π
= （3）

速率平方的平均值为

2
2 32

0
e d

2 .

m υ
kTmυ υ υ

kT
kT
m

−+∞
=

=

∫

因此方均根速率为

2 2 .s
kTυ υ
m

= = （4）

最概然速率 mυ 条件
2

2d e 0
d

mυ
kT υ

υ
−⎛ ⎞

=⎜ ⎟⎜ ⎟
⎝ ⎠

确定. 由此可得

.m
kTυ
m

= （5）
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值得注意，上述 , ,s mυ υ υ 三种速率均小于三维气体相应的速率，这是由于二维

和三维气体中速率在 υ 到 dυ υ+ 中的分子数分别与速度空间的体积元 2 dυ υπ 和
24 dυ υπ 成正比，因而二维气体中大速率分子的相对比例低于三维气体的缘故.

7.12 根据麦克斯韦速度分布律导出两分子的相对速度 2 1r = −υυυυ υυυυ υυυυ 和相对

速率 r rυ = υυυυ 的概率分布，并求相对速率的平均值 .rυ

解: 根据麦克斯韦速度分布，分子 1和分子 2各自处在速度间隔 1dυυυυ 和 2dυυυυ

的概率为

1 2d d dW W W= ⋅
2 2
1 2

1 3
2 2

2 2
1 2e d e d .

2 2

mυ mυ
kT kTm m

kT kTπ π
− −⎛ ⎞ ⎛ ⎞= ⋅⎜ ⎟ ⎜ ⎟

⎝ ⎠ ⎝ ⎠
υυυυ υυυυ （1）

上述两个分子的运动也可以用它们的质心运动和相对运动来描述. 以 cυυυυ 表示

质心速度、 rυυυυ 表示相对速度，则

1 1 2 2

1 2

,c
m m

m m
+

=
+

υυυυ υυυυυυυυ

2 1.r = −υυυυ υυυυ υυυυ （2）

在 1 2m m m= = 的情形下，上式简化为

( )1 2

2 1

1 ,
2

.

c

r

= +

= −

υυυυ υυυυ υυυυ

υυυυ υυυυ υυυυ

容易验明，两种描述给出的动能 K 相同，即

2 2 2 2
1 1 2 2

1 1 1 1 .
2 2 2 2c rK m υ m υ Mυ υµ= + = + （3）

式中

1 2

1 2

1 2

,

,

M m m
m m

m m
µ

= +

=
+

分别是质心的质量和相对运动的约化质量. 在 1 2m m m= = 的情形下，有

2 ,

.
2

M m
m

µ

=

=

根据积分变换公式
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1 2d d d d ,c rJ=υυυυ υυυυ υυυυ υυυυ （4）

可以证明 1J = ，所以式（1）也可表达为
2 23 3

2 2 v
2 2d e d e d

2 2

c r
r

mυ υ d
kT kT

c r
MW
kT kT

µµ
π π

− −⎛ ⎞ ⎛ ⎞= ⋅⎜ ⎟ ⎜ ⎟
⎝ ⎠ ⎝ ⎠

υυυυ υυυυ

d d ,c rW W= （5）

其中相对速度 rυυυυ 的概率分布为

23
2

2d e d .
2

rυ
kT

r rW
kT

µµ
π

−⎛ ⎞= ⎜ ⎟
⎝ ⎠

υυυυ （6）

相对速率的分布为

23
2 22

r4 e d .
2

rυ
kT

rυ υ
kT

µµ
π

π
−⎛ ⎞

⎜ ⎟
⎝ ⎠

（7）

相对速率 rυ 的平均值为

23
2 32

0
4 e d

2

8

rυ
kT

r r rυ υ υ
kT

kT

µµ
π

π

πµ

−+∞⎛ ⎞= ⎜ ⎟
⎝ ⎠

=

∫

2 ,υ= （8）

式中
8hTυ

mπ
= 是气体分子的平均速率.

7.13 试证明，单位时间内碰到单位面积器壁上，速率介于υ与 dυ υ+ 之间

的分子数为

( )
2

3
2 32d e d .

2

m υ
kTmΓ υ n υ υ

kTπ
−⎛ ⎞= π ⎜ ⎟

⎝ ⎠

解: 参照式（7.3.16），单位时间内碰到法线方向沿 z 轴的单位面积器壁上，

速度在d d dx y zυ υ υ 范围内的子数为

d d d d .z x y zΓ fυ υ υ υ= （1）

用速度空间的球坐标，可以将式（1）表为
2d cos sin d d d .Γ fυ υ υθ θ θ ϕ= （2）

对dθ和dϕ积分，θ从 0到
π ,
2

ϕ从 0 到2π,有
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π 2π
2
0 0
sin cos d d π.θ θ θ ϕ =∫ ∫

因此得单位时间内碰到单位面积器壁上，速率介于υ与 dυ υ+ 之间的分子数为

( )
2

3
2 32d π e d .

2

m υ
kTmΓ υ n υ υ

kTπ
−⎛ ⎞= ⎜ ⎟

⎝ ⎠
（3）

7.14 分子从器壁的小孔射出，求在射出的分子束中，分子的平均速率、

方均根速率和平均能量.

解: 7.13题式（3）已求得了单位时间内，碰到单位面积器壁上，速率

在υ至υ dυ+ 范围的分子数为

( )
23

2 32d π e d .
2π

mυ
kTmΓ υ n υ υ

kT
−⎛ ⎞= ⎜ ⎟

⎝ ⎠
（1）

如果器壁有小孔，分子可以通过小孔逸出. 当小孔足够小，对容器内分子的

平衡分布影响可以忽略时，单位时间内逸出的分子数就等于碰到小孔面积上

的分子数. 因此在射出的分子束中，分子的平均速率为

( )
( )

2

2

4 2
0 0

3 20
0

d e d

d e d

mυ
kT

mυ
kT

υ Γ υ υ υ
υ

Γ υ υ υ

−+∞ +∞

+∞
−+∞

= =∫ ∫
∫ ∫
9π .
8

kT
m

= （2）

速率平方的平均值为
2

2

5 2
2 0

3 2
0

e d

e d

mυ
kT

mυ
kT

υ υ
υ

υ υ

−+∞

−+∞
= ∫

∫
4kT
m

= （3）

即速率的方均根值为

2 4 .s
kTυ υ
m

= = （4）

平均动能为

21 2 .
2

mυ kT= （5）

上述结果表明，分子束中分子的平均速率和平均动能均大于容器内气体
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分子的相应平均值. 原因在于，大速率分子有较大的概率从小孔逸出，使式

（1）含有因子 3υ ，而平衡态分子速率分布（7.3.9）含因子 2υ 的缘故.

7.15 承前 5.2 题.

（a）证明在温度均匀的情形下，由压强差引起的能量流与物质流之比

2 .u un

n nn

J L RT
J L

= =

（b）证明在没有净物质流通过小孔，即 0nJ = 时，两边的压强差 p∆ 与温

度差 T∆ 满足：
1 .
2

p p
T T
∆

=
∆

或

1 2

1 2

.p p
T T

=

解:（a）为明确起见，我们考虑单原子气体. 7.14 题式（5）已给出通过

小孔逸出的分子平均能量为 2 .kT 在本题讨论的情形下，隔板两侧的气体分子

可能从一侧逸出进入另侧. 在两侧温度桢时，逸出分子所携带的平均能量是

桢的，均为2 .kT 但两侧存在压强差时，单位时间内将有更多 的分子从压强高

的一侧进入另侧. 以 uJ 和 nJ 分别表示净能量流和净物质流（单位时间通过小

孔的净能量和净物质的量），则有

2 2 .u
A

n

J N kT RT
J

= = （1）

（b）将式（1）代入 5.2 题式（6），并注意对于单原子分子理想气体，

有
5 ,
2m mH U RT RT= + =

则有

1
12 .
2m

RTp p
T V T T
∆

= =
∆

（2）

将式（2）改写为
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1 ,
2

dp dT
p T
=

积分，即有

1 2

1 2

.p p
T T

= （3）

这意味着，在两侧的压强和温度满足式（3）的情形下，两侧之间不存在净物

质流，但存在能量流. 解释是，压强差和温度差都会引导起物质的流动，在

满足式（3）时，双向的物质流彼此抵消使净物质流为零. 但两侧存在温度差

时双向物质流中分子平均能量不同，因而存在净能量流.

7.16 已知粒子遵从经典玻耳兹曼分布，其能量表达式为

( )2 2 2 21 ,
2 x y zp p p ax bx

m
ε = + + + +

其中 ,a b是常量，求粒子的平均能量.

解: 应用能量均分定理求粒子的平均能量时，需要注意所难能量表达式ε

中 2ax 和bx两面三刀项都是 x的函数，不能直接将能量均分定理用于 2ax 项而得

出 2 1
2

ax kT= 的结论. 要通过配方将ε 表达为

( )
2 2

2 2 21 .
2 2 4x y z

b bp p p a x
m a a

ε ⎛ ⎞= + + + + −⎜ ⎟
⎝ ⎠

（1）

在式（1）中，仅第四项是 x的函数，又是平方项. 由能量均分定理知

( )
2 2

2 2 21
2 4x y z

b bp p p a x
m a a

ε ⎛ ⎞= + + + + −⎜ ⎟
⎝ ⎠

2

2 .
4
bkT
a

= − （2）

7.17 气柱的高度为 H，处在重力场中. 试证明此气柱的内能和热容量

为

0 ,
e 1

mgH
kT

NmgHU U NkT= + −
−
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( )20
2 2

e 1 .

e 1

mgH
kT

V V mgH
kT

N mgh
C C Nk

kT
= + −

⎛ ⎞
−⎜ ⎟

⎝ ⎠

解: 为明确起见，假设气体是单原子分子理想气体.在重力场中分子的能

量为

( )2 2 21 .
2 x y zp p p mgz

m
ε = + + + （1）

粒子的配分函数为

( )2 2 2

2
1 3

3
2

3 0

1 e d d d d d d

1 2π d d e d

x y zp p p mgz
m

x y z

H mgz

Z x y z p p p
h

m x y z
h

β β

β

β

− + + −

−

=

⎛ ⎞
= ⎜ ⎟

⎝ ⎠

∫ ∫

∫ ∫

⋯

( )
3
2

3

1 2π 1 1 e ,mgHm A
h mg

β

β β
−⎛ ⎞

= −⎜ ⎟
⎝ ⎠

（2）

其中 d dA x y= ∫ 是气柱的截面积.

气柱的内能为

1l n

3
2 e 1mgH

U N Z

NmgHNkT NkT β

β
∂

= −
∂

= + −
−

0 ,
1mgH

NmgHU NkT
eβ= + −

−
（3）

式中 0
3 .
2

U NkT=

气体的热容量为

V
UC
T

∂
=
∂

( )
( )

2
0

22

e1 .
e 1

mgH

V mgH

N mgH
C Nk

kT

β

β
= + −

−
（4）

上述结果显然也适用于双（多）原子分子气体，只要将 0U 和 0
VU 理解为无外场

时气体的内能和热容量.

当 1mgH
kT

<< 时，式（4）右方后两项相互消去而有

0 .V VC C= （5）
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这意味着，当气柱不高，分子在气柱顶部（z=H）与底部（z=0）的重力势能

差远小于热运动能量的情形下，气柱的热容量与无外场时的热容量是相同的.

当 1mgH
kT

>> 时，式（4）右方第三项趋于零，因此

0 .V VC C nk= + （6）

这意味着，当气柱很高，分子在气柱顶部与底部的重力势能差远大于热运动

能量的情形下，气柱在重力场中具有附加的热容量 Nk.
对于 300K的空气，相应于 1mgH

kT
≈ 的 H 约为 410 m. 因此在通常情形下，

式（5）是适用的. 实际上大气温度随高度而降低，当气柱很高时，应用玻耳

兹曼分布时所作的恒温假设并不成立.

7.18 试求双原子分子理想气体的振动熵.

解: 将双原子分子中原子的相对振动近似看作简谐振动. 以ω表示振动

的圆频率，振动能级为

1 , 0,1, 2,
2n n nε ω⎛ ⎞= + =⎜ ⎟

⎝ ⎠
ℏ ⋯ （1）

振动配分函数为

( )

1
v 2
1

0
1
2

v
1

e

,
1 e
1ln Z ln 1 .
2

n

n
Z

e

e

β ω

β ω

β ω

β ωβ ω

⎛ ⎞∞ − +⎜ ⎟
⎝ ⎠

=

−

−

−

=

=
−

= − − −

∑
ℏ

ℏ

ℏ

ℏℏ

（2）

双原子理想气体的熵为

( )

v v v
1 1ln ln Z

ln 1 e
e 1

S Nk Z

Nk β ω
β ω

β
β

β ω −

⎛ ⎞∂
= −⎜ ⎟∂⎝ ⎠

⎡ ⎤= − −⎢ ⎥−⎣ ⎦
ℏ

ℏ
ℏ

v

v

v

ln 1 e ,
e 1

T

T

TNk
θ

θ

θ
−

⎡ ⎤
⎢ ⎛ ⎞⎥

= − −⎜ ⎟⎢ ⎥
⎝ ⎠⎢ ⎥−⎣ ⎦

（3）

其中 v k
ω

θ =
ℏ

是振动的特征温度.
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7.19 对于双原子分子，常温下 kT 远大于转动的能级间距. 试求双原子

分子理想气体的转动熵.

解: 在 kT 远大于转动能级间距的情形下，可以用经典近似求转动配分函

数 1 .
rZ 根据式（7.5.23）（令其中的 0h h= ），有

2 2
2

1 1
2 sin

1 2

1 e d d d d
p p

r IZ p p
h

θ ϕβ
θ

θ ϕ θ ϕ
⎛ ⎞− +⎜ ⎟
⎝ ⎠= ∫

2

2 .I
β

=
ℏ

（1）

双原子分子理想气体的转动熵为

1 1

2

lnZ lnZ

2ln 1

r rS Nk

INk

β
β

β

⎛ ⎞∂
= −⎜ ⎟∂⎝ ⎠

⎡ ⎤⎛ ⎞
= +⎢ ⎥⎜ ⎟

⎝ ⎠⎣ ⎦ℏ

ln 1 .
r

TNk
θ

⎛ ⎞
= +⎜ ⎟

⎝ ⎠
（2）

式中
2

2r Ik
θ =

ℏ
是转动特征温度， 2I rµ= 是分子绕质心的转动惯量， 1 2

1 2

m m
m m

µ =
+

是

约化质量.

7.20 试求爱因斯坦固体的熵.

解: 根据式（7.7.2）求得的配分函数，容易求得爱因斯坦固体的熵为

( )

1 13 lnZ lnZ

3 ln 1 e .
e 1

S Nk

Nk β ω
β ω

β
β

β ω −

⎛ ⎞∂
= −⎜ ⎟∂⎝ ⎠

⎡ ⎤= − −⎢ ⎥−⎣ ⎦
ℏ

ℏ
ℏ

7.21 定域系统含有 N 个近独立粒子，每个粒子有两个非简并能级 0ε 和

( )1 1 0 .ε ε ε> 求在温度为 T 的热平衡状态下粒子在两能级的分布，以及系统的内

能和熵. 讨论在低温和高温极限下的结果.

解: 首先分析粒子在两能级的分布. 配分函数为
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( )

0 1

0 1 0

1 e e

e 1 e .

Z βε βε

βε β ε ε

− −

− − −

= +

⎡ ⎤= +⎣ ⎦

处在两能级的最概然粒子数分别为

( )
0 0

1 00
1

e e
1 e

N Nn
Z

α βε βε
β ε ε

− − −
− −

= = =
+

,
1 T

N

e
θ

−
=

+
（1）

( )

( )

1 0
1 1

1 01
1

ee e
1 e

N Nn
Z

β ε ε
α βε βε

β ε ε

− −
− − −

− −
= = =

+

e ,
1 e

T

T

N
θ

θ

−

−
=

+
（2）

其中 1 0

k
ε ε

θ
−

= 是系统的特征温度. 式（1）和（2）表明， 0 1,n n 随温度的变化

取决于特征温度与温度的比值，如图所示. 在低温极限T θ<< 下， 0 1, 0.n N n≈ ≈

粒子冻结在低能级. 在高温极限T θ>> 下， 0 1 2
Nn n≈ ≈ ，意味着在高温极限下两

能级级能量的差异对粒子数分布已没有可能觉察的影响，粒子以相等的概率

处在两个能级.

系统的内能为

( )
( )1 0

1 0
1 0ln

1 e
N

U N Z N
β ε ε

ε ε
ε

β −

−∂
= − = +

∂ +

( )1 0
0 .

1 eT

N
N θ

ε ε
ε

−
= +

+
（3）
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在低温极限T θ<< 下，有

0.U Nε≈

在高温极限T θ>> 下，有

( )0 1 .
2
NU ε ε≈ +

这是容易理解的.

系统的热容量为
2

2

e
.

1 e

T

T

TC Nk

θ

θ

θ −

−

⎛ ⎞
⎜ ⎟
⎝ ⎠=
⎛ ⎞
+⎜ ⎟

⎝ ⎠

（4）

热容量随温度的变化如图所示. 在低温极限T θ<< 下，有
2

e ,TC Nk
T

θθ −⎛ ⎞≈ ⎜ ⎟
⎝ ⎠

它趋于零. 在高温极限T θ>> 下，有

21 ,
4

C Nk
T
θ⎛ ⎞≈ ⎜ ⎟
⎝ ⎠

也趋于零. 这结果也是易于理解的. 值得注意，C 随温度的变化有一个尖峰，

其位置由

0C
T
∂

=
∂

确定（大致在 ~T θ 附近）. 热容量这一尖峰称为热容量的肖脱基（Shottky）
反常（解释见后）.

系统的熵为

1 1ln lnZS Nk Z β
β

⎛ ⎞∂
= −⎜ ⎟∂⎝ ⎠
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( ) ( )
( )

1 0

1 0

1 0ln 1 e .
1 e

Nk β ε ε
β ε ε

β ε ε− −
−

−⎧ ⎫⎡ ⎤= + +⎨ ⎬⎣ ⎦ +⎩ ⎭
（5）

S 随温度的变化如下图所示. 在低温极限下，

0.S ≈

高温极限下，

ln 2.S Nk=

二能级系统是经常遇到的物理模型，§7.8 介绍的顺磁性固体和§7.9 介

绍的核自旋系统是熟知的例子. §7.8 着重讨论了顺磁性固体的磁性，§7.9

则将核自旋系统看作孤立系统而讨论其可能出现的负温状态. 处在外磁场 B

中的磁矩µ具有势能 ⋅- .μμμμ BBBB 对于自旋为
1
2
的粒子，能量为 Bµ∓ . 如果磁矩间的

相互作用能量远小于磁矩在外磁场中的能量，就形成二能级系统. 核磁子 Nµ

很小，使核自旋系统通常满足这一要求 在顺磁性固体中，许多情形下磁性原

子（离子）被非磁性离子包围而处于稀释状态，也满足这一要求. 讨论固体

中的二级级系统时往往假设二能级系统与固体的其他热运动（如晶格振动）

近似独立. 低温下晶格振动的热容量按 3T 律随温度降低而减小（参阅§9.7）.
实验发现顺磁性固体的热容量在按 3T 律减少的同时，出现一个当时出乎意料

的尖峰而被称为肖脱基反常. 如前所述，尖峰是处在外磁场中的磁矩发生能

级分裂形成二能级系统引志的. 除了磁性系统外，二级级结构也存在于其他

一些物理系统中. 例如，能级的精细结构使 NO分子的基态存在特征温度为

178K 的二能级结构，从而影响其热力学特性. 参阅 Landau, Lifshitz. Statistical
Physics. §50. 二能级系统更是激光和量子光学领域的一个基本物理模型，不过

其中讨论的不是热力学平衡状态了.



132

7.22 以 n 表示晶体中原子的密度。设原子的总角动量量子数为1，磁矩

为 µ。在外磁场 B 下原子磁矩可以有三个不同的取向，即平行、垂直、反平

行于外磁场。假设磁矩之间的相互作用可以忽略。试求温度为 T 时晶体的磁

化强度 M 及其在弱磁场高温极限和强场低温极限下的近似值。

7.23 气体分子具有固有的电偶极矩 0d ，在电场 E 下转动能量的经典表达

式为

2 2
02

1 1
2 sin

r p p d E
I θ ϕε θ

θ
⎛ ⎞= + −⎜ ⎟
⎝ ⎠

cos .

证明在经典近似下转动配分函数

0 0

2
0

1 e e .
d E d E

r

d E

β β

β β

−−
=

ℏ1Z

解： 分子的电偶极矩定义为

,i i
i

d e r=∑ （1）

式中∑
i

表示对分子中的电荷求和. 所有的原子和具有对称形状的分子，例如

2 2 4H , O , CH 等，正电荷和负电荷对称分布，都没有固有的电偶极矩. 不对称

的分子，例如 2HCl, HBr, H O等，则具有固有的电偶极矩. 上述三种分子的因有

电极矩大小依次为 181.03 10−× 静电单位·厘米， 180.79 10−× 静电单位·厘米，
181.84 10−× 静电单位·厘米.

以 0d 表示分子的固有电偶极矩，分子在外电场ξ 中的势能为

0 0 .d E d E θ− ⋅ = − cos （2）

在均匀电场中势能的正负和大小取决于电偶极矩的取向. 式（2）与磁矩在外

磁场中的势能具有相同的形式，不过它们有一个重要的区别，磁矩在外磁场

中的取向是量子化的（空间量子化），而电偶极矩的取向则可以连续改变. 更

由于双原子分子的转动特征温度很低，可以用经典统计理论讨论这个问题.

计及分子在外电场中的势能，双原子分子转动能量的经典表达式为

2 2
02

1 1
2 sin

r p p d E
I θ ϕε θ

θ
⎛ ⎞= + −⎜ ⎟
⎝ ⎠

cos . （3）

转动配分函数为

1 2

1 e d d d d
rrZ p p

h
βε

θ ϕθ ϕ−= ∫
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2 2
0 02

1 1
π 2π 2 sin

2 0 0

1 d d d d e .
p p d E

Ip p
h

ϕβ θ
θ

ϕ θθ ϕ
⎡ ⎤⎛ ⎞− + −+∞ +∞ ⎜ ⎟⎢ ⎥⎝ ⎠⎣ ⎦

−∞ −∞
= ∫ ∫ ∫ ∫

cos

（4）

注意到

( )

2

2

0 0 0

1
2

2

1
2

22 sin

π

0
0

2π

0

2πd e ,

2πd e sin ,

1e sin d e e ,

d 2π,

p
I

I

d E d E d E

Ip

Ip p

d E

θ
β

θ

β
θ

ϕ ϕ

β θ β β

β

θ
β

θ θ
β

ϕ

+∞ −

−∞

−+∞

−∞

−

⎛ ⎞
= ⎜ ⎟
⎝ ⎠

⎛ ⎞
= ⎜ ⎟
⎝ ⎠

= −

=

∫

∫

∫

∫

cos

便得

( )

( )

0 0

0 0

2

1 2
0

2
0

02
0

1 4π 1 e e

1 e e

2 1 sinh .

d E d Er

d E d E

IZ
h d E

d E
I d E

d E

β β

β β

β β

β β

β
β β

−

−

= ⋅ ⋅ −

−
= ⋅

= ⋅

ℏ

ℏ

7.24 承上题. 试证明在高温极限 ( )1d Eβ <<0 下，单位体积的电偶极矩

（电极化强度）为

2
0

3
ndP E
kT

= .

解：根据 7.23 题式（5），有

( )1 02
0

2 1 sinh .r IZ d E
d E

β
β β

=
ℏ

（1）

参照式（2.7.19），计及电介质在外电场中的势能时，微功的表达式为

đW VPdE= − . （2）

根据式（7.1.6），单位体积的电偶极矩为

1lnZrnP
Eβ
∂

=
∂

( )0 0
0

1coth .nd d E
d E

β
β

⎡ ⎤
= −⎢ ⎥

⎣ ⎦
（3）
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势能 0d E 与热运动能量kT 的比值估计如下： 0d 的典型大小为 -1810 静电单位·厘

米，如果电场为 500静电伏·厘米
-1
，则

23
0 5 10 J.d E −= ×

300K下 21~ 4 10 J.kT −× 所以常温下 0 1d Eβ << ，相当于高温极限. 根据 7.22 题的

讨论，在 1y << 时，有

1 1coth ,
3

y y
y

≈ +

所以

2
0

3
ndP E
kT

= . （4）

上式称为朗之万定律.

值得注意，式（4）与 7.22题式（10）具有完全相似的形式，原因在于在

高温极限下磁矩取向量子化的影响已不显著.

补充题 1 试根据麦克斯韦速度分布律证明，速率和平均能量的涨落为

( )

( ) ( )

2

2 2

83 ,
π

3 .
2

kTυ υ
m

kTε ε

⎛ ⎞− = −⎜ ⎟
⎝ ⎠

− =

解：速率υ的涨落为

( ) ( )2 22 .υ υ υ υ− = − （1）

式（7.3.14）和（7.3.13）已给出

( )

2

2

3 ,

8 ,
π

kTυ
m

kTυ
m

=

=

所以

( )2 83 .kTυ υ
m π

⎛ ⎞− = −⎜ ⎟
⎝ ⎠

（2）

平动能量ε 的涨落为
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( ) ( )
2 22 .ε ε ε ε− = − （3）

将麦克斯韦速率分布（7.3.9）用平动能量 21
2

mυε = 表出，可得气体分子的平动

能量在ε 到 dε ε+ 的概率为

( )

1
2

3

2 e d .
π

kT

kT

ε

ε ε
−

（4）

由此可得

( )

( )

3
2

3 0

5
2 2

3 0

2 3e d ,
2π

2 15e d ,
4π

kT

kT

kT
kT

kT
kT

ε

ε

ε ε ε

ε ε ε

−+∞

−+∞

= =

= =

∫

∫

所以

( ) ( )
2 23 .

2
kTε ε− = （5）

补充题 2 体积为 V 的容器保持恒定的温度 T，容器内的气体通过面积为

A 的小孔缓慢地漏入周围的真空中，求容器中气体压强降到初始压强的
1
e
所需

的时间.

解: 假设小孔很小，分子从小孔逸出不影响容器内气体分子的平衡分布，

即分子从小孔逸出的过程形成泻流过程.

以 ( )N t 表示在时刻 t容器内的分子数. 根据式（7.3.18），在 t到 t dt+ 时间

内通过面积为 A 的小孔逸出的分子数为

( )1 d ,
4

N t
υA t

V

其中

8
π
kTυ
m

=

是容器内气体分子的平均速率. 容器温度保持不变，υ也就保持不变. 因此，

在 dt 时间内容器中分子数的增量为

( )1d d .
4

N t
N υA t

V
= − （1）
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将上式改写为

d 1 d ,
4

N υA t
N V

= −

积分，得

( ) 4
0e ,

υA t
VN t N

−
= （2）

式中 0N 是初始时刻容器内的分子数.

根据物态方程

,pV nkT=

在 ,V T 保持不变的情形下，气体的压强与分子数成正比. 所以在时刻 t气体的

压强 ( )p t 为

( ) 4
0e ,

υA t
Vp t p

−
= （3）

0p 是初始时刻的压强. 当 1
4
υA t
V

= 时，容器内的压强将降到初始时刻的
1
e
，所需

时间为

4 .Vt
υA

= （4）

补充题 3 以 ( )1 1, , ; ,r rq q p pε ⋯ ⋯ 表示玻耳兹曼系统中粒子的能量，试证明

,i ij
j

x kT
x
ε

δ
∂

=
∂

其中 ,i jx x 分别是 2r个广议坐标和动量中的任意一个，上式称为广义能量均分

定理.

解: 根据玻耳兹曼分布，有

( )

( )

,

,

e d
.

e d

q p
i

j
i q p

j

x
x

x
x

βε

βε

ε ω
ε

ω

−

−

∂
∂∂

=
∂

∫

∫
（1）

式中 1 1d d d d dr rq q p pω = ⋯ ⋯ 是 µ空间的体积元. 令 ( ) ( )d d d , dj j jxω ω ω= 是除 d jx 外其

余2 1r − 个广义坐标和动量的微分. 将式（1）改写为
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( )
( )

( )

,

,

e d d
,

e d

q p
i j j

j
i q p

j

x x
x

x
x

βε

βε

ε ω
ε

ω

−

−

∂
∂∂

=
∂

∫

∫
（2）

并对其中的 jdx 进行分部积分，得

1 1e d e e d ,
j

i
i j i j

j jx

xx x x x
x x

βε βε βεε
β β

− − −∂∂
= − +

∂ ∂∫ ∫

其中第一项要将 jx 的上下限代入. 如果 jx 是粒子的动量，将上下限 ±∞代入后

ε趋于无穷，使第一项为零；如果 jx 是粒子的坐标，其上下限是±∞或器壁坐

标，代入后ε 也趋于无穷，亦使第一项为零. 考虑到 i
ij

j

x
x

δ
∂

=
∂

，即有

1d e d .j
i j ij j

j

x x x
x

βεε
δ

β
−∂

=
∂∫ ∫ （3）

代回式（2），得

.i ij
j

x kT
x
ε

δ
∂

=
∂

（4）

式（4）称为广义能量均分定理. 假如ε 中含有 ix 的项可以表为平方项，即

( ) ( )2
1 1 1 2, , , , , , .i i i rq p ax x x x xε ε − +′= + ⋯ ⋯ （5）

由式（4）得

2 1 .
2iax kT= （6）

这正是能量均分定理的结果. 应用广义能量均分定理不要求能量为平方项.

下题是一个例子.

补充题 4 已知极端相对论粒子的能量-动量关系为

( )
1

2 2 2 2 .x y zc p p pε = + +

假设由近独立、极端相对论粒子组成的气体满足经典极限条件，试由广义能

量均分定理求粒子的平均能量.

解: 由极端相对论粒子的能量-动量关系

( )
1

2 2 2 2
x y zc p p pε = + + （1）

可得
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( )
1

2 2 2 2

, , , .i

i
x y z

cp i x y z
p p p p

ε∂
= =

∂
+ +

（2）

显然

( )
1

2 2 2 2

.

ε ε ε

ε

∂ ∂ ∂
+ + = + +

∂ ∂ ∂

=

x y z x y z
x y z

p p p c p p p
p p p

而根据补充题 3 的广义能量均分定理，有

,x y z
x y z

p p p kT
p p p
ε ε ε∂ ∂ ∂
= = =

∂ ∂ ∂
（3）

所以

3 .kTε = （4）

补充题 5 如果原子基态的自旋角动量 S 和轨道角动量 L 不等于零，自旋

-轨道耦合作用将导致原子能级的精细结构. 考虑能级的精细结构后，电子运

动的配分函数为

( )1 2 1 e ,
J

e kT

J
Z J

ε
−

= +∑

其中 Jε 表示精细结构能级， J 是原子的总角动量量子数， 2 1J + 是能级 Jε 的简

并度. 试讨论电子运动对单原子理想气体热力学函数的影响.

解：自旋轨道耦合来自电子自旋磁矩与电子轨道运动所产生磁场的作用，

这是一个相对论效应. 在中心力场中运动的电子，其自旋-轨道耦合能量的表

达式为

( ) ,rξ ⋅l Sl Sl Sl S （1）

式中 llll和 SSSS分别是电子轨道角动量和自旋角动量，r 是电子的径向坐标，

( ) 2 2

1 1 ,
2

dVr
m c r dr

ξ = （2）

其中 ( )V r 是电子所处的中心势场. 自旋-轨道耦合能量的大小可以估计如下：

令 ( )
2

,eV r
r

≈ −

则



139

( )
2 2

2 2 3

22 2

2

3

~

~

1~ 27
137

~1.4 10 ,

er
m c a

e e
a c

eV

eV

ξ

−

⋅

⎛ ⎞
⎜ ⎟
⎝ ⎠

⎛ ⎞⋅⎜ ⎟
⎝ ⎠

×

ℏ

ℏ

l Sl Sl Sl S

其中
2

2a
me

=
ℏ

是玻尔半径，
2e
cℏ
是精细结构常数， llll和 SSSS的大小均佑计为 .ℏ 由此

可知，自旋-轨道耦合能量远小于电子在中心势场中运动的能量，它使中心势

场中的能级产生分裂，形成能级的精细结构.

一般来说原子中含有若干个电子. 处在内部满壳层的电子的轨道角动量

和自旋角动量之和均等于零，因此原子的电子状态主要取决于不满壳层的电

子在原子实产生的势场中运动. 此外还存在电子之间的库仑相互作用和前述

的自旋-轨道耦合作用. 所以不满壳层电子的能量（哈密顿量）可以表示为

( ) ( )
2 2

0

,
2 4

i
i i i i

i i j iij

p eH V r r
m r

ξ
πε<

⎡ ⎤
= + + + ⋅⎢ ⎥

⎣ ⎦
∑ ∑ ∑ l Sl Sl Sl S （3）

其中 i是不满壳层电子的指标. 第一项 ( )
2

2
i

i
p V r
m
+ 是 i电子的动能及其在原子实

势场中的势能，
i
∑ 表示对各电子求和. 由于 ( )iV r 是球对称的中心势场，所以

它只与 ir 的大小有关，与方向无关，具有旋转不变性. 第二项
2

04 ij

e
rπε
是 ,i j 两个

电子的库仑相互作用能量，与两电子的距离 ijr 有关，
i j<
∑ 表示对各电子对求和.

第三项 ( )i i irξ ⋅l Sl Sl Sl S 是 i电子的自旋-轨道耦合能量，
i
∑ 表示对各电子求和.

作为零级近似，暂不考虑式（3）中的后两项，称为单电子近似. 在单电

子近似下，每一电子在原子实产生的中心势场中独立地运动，其轨道角动量

量子数 il 是好量子数. 轨道角动量的平方等于 ( ) 21i il l + ℏ . 对于给定的 il ，轨道

角动量在 z 方向的投影为 ,
i il lm h m 的取值为 , 1, , ,i i il l l− −⋯ 共 2 1il + 个可能值. 由于

哈密顿量的第一项不含自旋变量，自旋角动量是守恒量. 电子自旋角动量的

平方为 ( ) 2 11 , ;
2i i is s s+ =ℏ 自旋角动量在 z 方向的投影为

1, .
2s sm m = ±ℏ
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如果电子之间的库仑相互作用能量大于自旋-轨道耦合能量，进一步的近

似要计入电子之间的库仑相互作用. 计及电子间的库仑作用后，对单个电子

来说已不存在旋转不变性， il 已不是好量子数. 但当所有电子共同旋转一个角

度θ 时，各电子对的距离 ijr 是保持不变的，因此哈密顿量（3）的头两项具有

整体的旋转不变性. 以

i
i

=∑L lL lL lL l （4）

表示总的轨道角动量，总轨道角动量量子数 L 是好量子数. 总角动量的平方

等于 ( ) 21L L + ℏ ，总角动量在 z 方向投影的可能值为 ,L LM Mℏ 的可能值为

, 1, , .L L L− −⋯ 计及库仑作用后，哈密顿量仍不含自旋变量，所以总自旋角动

量是守恒量，其平方等于 ( ) 21S S + ℏ ，总自旋在 z 方向的投影为 ,s sM Mℏ 的取值

为 , 1, , .S S S− −⋯ 通常用量子数 L，S 来表征原子的电子状态，在给定 L，S 下，

由于 ML和 MS 的不同，简并度为 ( ) ( )2 1 2 1 .L S+ +

原子的电子状态也可以用轨道量子数 L，自旋量子数 S，总角动量量子数

J 及其在 z 方向的投影 MJ 表征. J 的可能值为 , 1, , ,L S L S L S J+ + − −⋯ 给定后

MJ 的可能值为 , 1, ,J J J− −⋯ ，共有 2 1J + 个可能值. 上述两种描述给出的量子

态数应该相同. 可以证明，

( ) ( ) ( )2 1 2 1 2 1 .
L S

J L S
J L S

+

= −

+ = + +∑

因为

( )22 2 2 2 ,= + = + + ⋅J L S L S L SJ L S L S L SJ L S L S L SJ L S L S L S

即

( )2 2 21 ,
2

⋅ = − −L S J L SL S J L SL S J L SL S J L S （5）

所以自旋-轨道耦合能量可以表为

( ) ( ) ( ) 21 1 1 1 ,
2J A J J L L S Sε = + − + − +⎡ ⎤⎣ ⎦ ℏ （6）

A 是一个常量，视不同原子而异.

由式（6）可知，自旋-轨道耦合能量取决于总角动量量子数 J，轨道角动

量量子数 L 和自旋量子数 S，但与 MJ 无关，因此当 L，S，J 给定后，能级 Jε 的

简并度为2 1.J + 根据式（7.1.2），电子运动的配分函数 1
eZ 为

( )1 2 1
J

e kT

J
Z J e

ε
−

= +∑ （7）
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如果 kT 远大于所有的 Jε ，即

JkT ε>> ，

使式（7）约化为

( )1 2 1e

J
Z J= +∑

( )( )2 1 2 1 .L S= + + （8）

1
eZ 既然是常量，电子运动对气体内能和热容量自然没有贡献. 可以这样理解，

在 JkT ε>> 的情形下，这些能级能量的差异不影响电子在其中的分布概率，电

子处在这些能级的概率是相同的，且不随温度升高而改变. 气体温度升高时，

也不吸收能量，但由式（7.1.13）知，电子运动对气体的熵贡献一个因子

( )( )ln 2 1 2 1 ,Nk L S+ +⎡ ⎤⎣ ⎦ （9）

这是由于气体可能的微观状态数增加为( ) ( )2 1 2 1L S+ ⋅ + 倍的缘故.

如果 kT 远小于精细结构的能级间距 Jε∆ ，式（7）的求和可以只保留 0Jε =

的最低能级项，这时，有

( )1 2 1 .eZ J= + （10）

在这情形下，电子将被冻结在最低能级，对气体的内能和热容量也滑贡献，

但对熵贡献一个因子

( )ln 2 1 .Nk J + （11）

前面只讨论了两个极限情形. 如果 kT 与 Jε∆ 可以比拟，电子运动对气体内能、

热容量和熵的贡献将与温度有关. Jε∆ 的大小取决于原子的结构. 例如，O 原

子的基态 1, 1,L S J= = 的可能值为 2，1，0，相邻两精细结构能级差的特征温度

为 230K和 320K；Cl原子的基态
11, , 2,
2

L S S J= = = 的可能值为
3 1,
2 2

，能级差的

特征温度为 1300K；Fe原子 2, 2,L S J= = 的可能值为 4，3，2，1，0，相邻能

级差的特征温度在 600K至 1400K之间.

最后说明一点. 上述电子角动量之间的耦合方式称为 L S− 耦合. 它适用

于电子间的库仑作用能量大于自旋-轨道耦合能量的情形. 在相反的情形下，

各电子的轨道与自旋角动量先耦合成单电子的总角动量 ij ，然后各电子再耦合

为原子的总角动量 J，称为 J J− 耦合. 不太重的元素，均属于L S− 耦合.

补充题 6 在温度足够高时，需要计及双原子分子振动的非简谐修正，振

动能量的经典形式为
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( )v 2 2 3 41 , ,
2 2

Kp q bq cq b cε
µ

= + − + 为正

式中最后两项是非简谐修正项，其大小远小于前面两项. 试证明，双原子分

子气体的振动内能和热容量可表示为
v 2 2

v 2

,
2 ,V

U NkT Nk T
C Nk Nk T

δ

δ

= +

= +

其中

2

3 2

15 3 ,
2

b c
K K

δ = −

并证明两核的平均距离 r与温度有关，

0 2

3 ,br r kT
K

= +

0r 是两核的平衡间距.

解： 双原子分子中两原子的相互作用势 V 是两核距离的函数. 势能曲线

( )V r 的典型状如上图的实线所示. 可以将 ( )V r 在其极小点 0r 附近作泰勒展开，

有

( ) ( ) ( ) ( )2 3 4
0 0 0 0

1
2

V r V K r r b r r c r r= + − − − + − +⋯ （1）

注意
0

0
r

dV
dr

= ，因而展开式不含一级项，其中 0r 是两核的平衡间距. 如果忽略

展开式的第三、四项，势能曲线将如上图中的虚线所示，相当于两原子相对

作简谐振动. 令 0q r r= − 表示两核距离与平衡间距的偏离，则势能可表示为

( ) 2 3 4.
2
KV q q bq cq= − + （2）

计及非简谐项后，振动配分函数为
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2
2 3 4

2 2v
1

1 e d d .
p K q bq cq

Z p q
h

β
µ

⎛ ⎞
− + − +⎜ ⎟+∞ +∞ ⎜ ⎟

⎝ ⎠

−∞ −∞
= ∫ ∫ （3）

由于非简谐修正的能量远小于简谐振动的能量，在时 dq的积分中可以对被积

函数作近似：

2 3 4

2

2

3 4 2 2 62

e

1e 1 .
2

K q bq cq

K q
bq cq b q

β

β

β β β

⎛ ⎞− − +⎜ ⎟
⎝ ⎠

− ⎛ ⎞≈ + − +⎜ ⎟
⎝ ⎠

于是振动配分函数近似为

2
1
2

v 3 4 2 2 62
1 2

1 1
22 2

2 2 3

2 1e 1 d
2

2 2 3 1 15 11 ,
2

K q
Z bq cq b q q

c b
K K K

βπµ
β β β

β

πµ π
β β β β

+∞ −

−∞

⎛ ⎞ ⎛ ⎞= + − +⎜ ⎟⎜ ⎟
⎝ ⎠⎝ ⎠

⎛ ⎞⎛ ⎞ ⎛ ⎞
= − +⎜ ⎟⎜ ⎟ ⎜ ⎟
⎝ ⎠ ⎝ ⎠ ⎝ ⎠

∫ℏ

ℏ

则

1
22v

1 3 2

1
22

3 2

2 15 3 1ln ln ln ln 1
2

2 15 3 1ln ln .
2

b cZ
h K K K

b c
h K K K

π µ
β

β

π µ
β

β

⎡ ⎤ ⎡ ⎤⎛ ⎞⎛ ⎞⎢ ⎥= − + + −⎢ ⎥⎜ ⎟⎜ ⎟⎢ ⎥⎝ ⎠ ⎝ ⎠⎣ ⎦⎣ ⎦
⎡ ⎤ ⎛ ⎞⎛ ⎞⎢ ⎥≈ − + −⎜ ⎟⎜ ⎟⎢ ⎥⎝ ⎠ ⎝ ⎠⎣ ⎦

振动内能为

v v
1

2

lnU N Z

N N
β
δ

β β

∂
= −

∂

= +

2 2 .NkT Nk T δ= + （4）

振动热容量为

v 22 ,V
V

UC Nk Nk T
T

δ
∂⎛ ⎞= = +⎜ ⎟∂⎝ ⎠

（5）

其中

2

3 2

15 3 .
2

b c
K K

δ = −

两核的平均距离为
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( )

( )0 0 2

e d 3 .
e d

V q

V q

q q br r r kT
Kq

β

β

+∞ −

−∞
+∞

−∞

= + = +∫
∫

（6）

在计算式（6）的积分时作了与前面相同量级的近似. 式（6）表明，双原子

分子的长度随温度而增加. 值得注意，在简谐近似( )0b c= = 下，

0 ,r r=

即分子不会发生热伸长. 这一结论也适用于晶体. 晶体中原子在其平衡位置

附近作微振动，简谐近似下晶体也不会发生热膨胀. 晶体的热膨胀是原子振

动的非简谐性引起的.

前述是经典理论，相应的量子理论可参阅久保亮五. 统计力学. 徐振环

译，徐锡申校. 北京：高等教育出版社，1985. 第三章习题[B]15.

补充题 7 顺磁固体 ( ) ( )4 22 3Gd SO 8H O⋅ 的顺磁性来自 3+Gd 离子. 3+Gd 离子

基 态 的 谱 项 为 8
7
2

70, .
2

S L J S⎛ ⎞= = =⎜ ⎟
⎝ ⎠

试 求 在 高 温 和 低 温 极 限 下

( ) ( )4 22 3Gd SO 8H O⋅ 的磁化率.

解：电子自旋磁矩 sµ 与自旋角动量 S 之比为

,s e
S m
µ

= − （1）

而电子轨道磁矩 Lµ 与轨道角动量 L 之比为

.
2

L e
L m
µ

= − （2）

如果原子的自旋角动量和轨道角动量都不为零，原子磁矩是自旋磁矩与轨道

磁矩之和. 以 J 表示原子的总角动量，

.J L S= +

原子的磁矩可以表示为

,
2
eg J
m

µ ⎛ ⎞= −⎜ ⎟
⎝ ⎠

（3）

式中

( ) ( ) ( )
( )

1 1 1
1 ,

2 1
J J S S L L

g
J J

+ + + − +
= +

+
（4）
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称为朗德 g因子. ,J L和 S 分别是总角动量、轨道角动量和自旋角动量的量子

数.

原子磁矩在 z 方向的投影为

,
2z J
eg m
m

µ ⎛ ⎞= −⎜ ⎟
⎝ ⎠

ℏ （5）

Jm 的可能值为

, 1, , 1, .J J J J− − + −⋯

处在 z 方向外磁场 B 中，原子（离子）的势能为

,
Jm B JB g Bmε µ µ= − ⋅ = （6）

其中
2B
e
m

µ =
ℏ
是玻尔磁子. 因此在外磁场中顺磁性固体的配分函数为

1 e m J

J

J

m J
Z

βε−

=−

= ∑

( )1e e e ,JJ Jηη η− −−= + + +⋯ （7）

式中 .Bg Bη β µ= 式（7）是等比级数，其和为

( )
1 1

1 2 2

1
2 2

e e e e
1 e e e

J JJJ

Z
η ηηη

η ηη

⎛ ⎞ ⎛ ⎞− + +⎜ ⎟ ⎜ ⎟+− ⎝ ⎠ ⎝ ⎠

−

− −
= =

−
−

1sinh
2 ,

1sinh
2

J η

η

⎡ ⎤⎛ ⎞+⎜ ⎟⎢ ⎥⎝ ⎠⎣ ⎦=
⎛ ⎞
⎜ ⎟
⎝ ⎠

（8）

则有

1
1 1ln lnsinh ln sinh .
2 2

Z J η η
⎡ ⎤⎛ ⎞ ⎛ ⎞= + −⎜ ⎟ ⎜ ⎟⎢ ⎥⎝ ⎠ ⎝ ⎠⎣ ⎦

根据式（7.8.2），顺磁性固体的磁化强度 M 为
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1

1

1

lnZ

lnZ

lnZ

1 1 1 1cosh cosh
2 2 2 2

11 sinhsinh
22

B

B

n
B

n
B

ng

J J
ng

J

µ
β

η
β η

µ
η

η η
µ

ηη

∂
=

∂

⎛ ⎞∂ ∂
= ⎜ ⎟∂ ∂⎝ ⎠

∂
=

∂

⎧ ⎫⎡ ⎤⎛ ⎞ ⎛ ⎞ ⎛ ⎞+ +⎜ ⎟ ⎜ ⎟⎪ ⎪⎜ ⎟⎢ ⎥⎪ ⎪⎝ ⎠ ⎝ ⎠⎣ ⎦ ⎝ ⎠= −⎨ ⎬
⎡ ⎤ ⎛ ⎞⎛ ⎞⎪ ⎪+ ⎜ ⎟⎜ ⎟⎢ ⎥⎪ ⎪⎝ ⎠⎝ ⎠⎣ ⎦⎩ ⎭

1 1 1 1coth coth ,
2 2 2 2Bng J Jµ η η

⎧ ⎫⎡ ⎤⎛ ⎞ ⎛ ⎞ ⎛ ⎞= + + −⎨ ⎬⎜ ⎟ ⎜ ⎟ ⎜ ⎟⎢ ⎥⎝ ⎠ ⎝ ⎠ ⎝ ⎠⎣ ⎦⎩ ⎭
（9）

式中 n 是磁性原子（离子）的数密度，双曲余切函数为

e ecoth .
e e

y y

y yy
−

−

+
=

−

在 1y >> 时， e ey y−>> ，故

coth 1.y ≈

在 1y << 时可以将 ey和 e y− 作级数展开而有

2

3

2coth 12
3

1 1 .
3

yy
y y

y
y

+ +
≈

+ +

≈ +

⋯

⋯

所以在低温极限 1Bg By
kT
µ

= >> 下，有

.Bng Jµ µ= （10）

在高温极限 1Bg By
kT
µ

= << 下，有

( )
2 2

1 .
3

Bng B J J
kT
µ

µ = + （11）

高温极限和低温极限的实际温度范围由 Bg Bµ 与 kT 的比值确定. 对于题

中的 3+Gd 离子，有

0, 2,L g= =

说明 3+Gd 离子的磁矩来自电子的自旋. 如果 ( )41 10B T G= ，则
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24 232 9.27 10 1 2 10 J.Bg Bµ − −= × × × ≈ ×

在 300K下，有
214 10 J,kT −= ×

相当于高温极限. 在 210 K− 下，有
2510 J,kT −≈

则相当于低温极限.

第八章 玻色统计和费米统计

8.1 试证明，对于玻色或费米统计，玻耳兹曼关系成立，即

ln .S k Ω=

解: 对于理想费米系统，与分布 { }la 相应的系统的微观状态数为（式

（6.5.4））

( )
! ,

! !
l

l l l l

Ω
a a

ω
ω

=
−∏ （1）

取对数，并应用斯特令近似公式，得（式（6.7.7））
( ) ( )ln ln ln ln .l l l l l l l l

l
Ω a a a aω ω ω ω= − − − −⎡ ⎤⎣ ⎦∑ （2）

另一方面，根据式（8.1.10），理想费米系统的熵为

( )

ln ln ln

ln

S k Ξ Ξ Ξ

k Ξ N U

α β
α β

α β

⎛ ⎞∂ ∂
= − −⎜ ⎟∂ ∂⎝ ⎠

= + +

( )ln ,l l
l

k Ξ aα βε⎡ ⎤= + +⎢ ⎥⎣ ⎦
∑ （3）

其中费米巨配分函数的对数为（式（8.1.13））
( )ln ln 1 .l

l
l

Ξ e α βεω − −= +∑ （4）

由费米分布

e 1l

l
la α βε

ω
+=

+

易得
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1 e l l

l la
α βε ω

ω
− −+ =

−
（5）

和

l n .l l
l

l

a
a

ω
α βε

−
+ = （6）

将式（5）代入式（4）可将费米巨配分函数表示为

ln ln .l
l

l l l

Ξ
a

ω
ω

ω
=

−∑ （7）

将式（6）和式（7）代入式（3），有

ln lnl l l
l l

l l l l

aS k a
a a

ω ω
ω

ω
⎛ ⎞−

= +⎜ ⎟−⎝ ⎠
∑

( ) ( )ln ln ln .l l l l l l l l
l

k a a a aω ω ω ω= − − − −⎡ ⎤⎣ ⎦∑ （8）

比较式（8）和式（2），知

ln .S k Ω= （9）

对于理想玻色系统，证明是类似的.

8.2 试证明，理想玻色和费米系统的熵可分别表示为

( ) ( )

( ) ( )

B.E.

F.D.

ln 1 ln 1 ,

ln 1 ln 1 ,

s s s s
s

s s s s
s

S k f f f f

S k f f f f

= − + +⎡ ⎤⎣ ⎦

= − + − −⎡ ⎤⎣ ⎦

∑

∑

其中 sf 为量子态 s上的平均粒子数.
s
∑ 表示对粒子的所有量子态求和. 同时

证明，当 1sf << 时，有

( )B.E. F.D. M.B. ln .s s s
s

S S S k f f f≈ ≈ = − −∑

解: 我们先讨论理想费米系统的情形. 根据 8.1 题式（8），理想费米系统

的熵可以表示为

( ) ( )

( )

F.D. ln ln ln

ln ln

l l l l l l l l
l

l l l
l l l

l l l

S k a a a a

a ak a a

ω ω ω ω

ω
ω

ω ω

= − − − −⎡ ⎤⎣ ⎦

⎡ ⎤−
= − − +⎢ ⎥

⎣ ⎦

∑

∑
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1 ln 1 ln ,l l l l
l

l l l l l

a a a ak ω
ω ω ω ω

⎡ ⎤⎛ ⎞ ⎛ ⎞
= − − − +⎢ ⎥⎜ ⎟ ⎜ ⎟

⎝ ⎠ ⎝ ⎠⎣ ⎦
∑ （1）

式中
l
∑ 表示对粒子各能级求和. 以 l

s
l

af
ω

= 表示在能量为 lε 的量子态 s 上的平

均粒子数，并将对能级 l求和改为对量子态 s求和，注意到

~ ,l
l s
ω∑ ∑

上式可改写为

( ) ( )F.D. ln 1 ln 1 .s s s s
s

S k f f f f= − + − −⎡ ⎤⎣ ⎦∑ （2）

由于 1sf ≤ ，计及前面的负号，式（2）的两项都是非负的.

对于理想玻色气体，通过类似的步骤可以证明

( ) ( )F.D. ln 1 ln 1 .s s s s
s

S k f f f f= − − + +⎡ ⎤⎣ ⎦∑ （3）

对于玻色系统 0sf ≥ ，计及前面的负号，式（3）求和中第一项可以取负值，第

二项是非负的. 由于绝对数值上第二项大于第一项，熵不会取负值.

在 1sf << 的情形下，式（2）和式（3）中的

( ) ( ) ( )( )1 ln 1 1s s s s sf f f f f± ≈ ± ≈ −∓ ∓ ∓ ∓

所以，在 1sf << 的情形下，有

( )B.E. F.D. ln .s s s
s

S S k f f f≈ ≈ − −∑ （4）

注意到 s
s

f N=∑ ，上式也可表示为

B.E. F.D. ln .s s
s

S S k f f Nk≈ ≈ − +∑ （5）

上式与 7.4题式（8）一致，这是理所当然的.

8.3 求弱简并理想费米（玻色）气体的压强和熵.

解: 式（8.2.8）已给出弱简并费米（玻色）气体的内能为

3
2 2

5
2

3 1 11
2 2π2

N hU NkT
g V mkT

⎡ ⎤
⎛ ⎞⎢ ⎥= ± ⎜ ⎟⎢ ⎥⎝ ⎠⎢ ⎥⎣ ⎦

（1）

（式中上面的符号适用于费米气体，下面的符号适用于玻色气体，下同）. 利
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用理想气体压强与内能的关系（见习题7.1）
2 ,
3

Up
V

= （2）

可直接求得弱简并气体的压强为

3
2 2

5
2

1 11 ,
2π2

hp nkT n
g mkT

⎡ ⎤
⎛ ⎞⎢ ⎥= ± ⎜ ⎟⎢ ⎥⎝ ⎠⎢ ⎥⎣ ⎦

（3）

式中
Nn
V

= 是粒子数密度.

由式（1）可得弱简并气体的定容热容量为

3
2 2

7
2

3 11 ,
2 2π2

V
V

UC
T

hNk n
mkT

∂⎛ ⎞= ⎜ ⎟∂⎝ ⎠

⎡ ⎤
⎛ ⎞⎢ ⎥= ⎜ ⎟⎢ ⎥⎝ ⎠⎢ ⎥⎣ ⎦

∓
（4）

参照热力学中的熵的积分表达式（2.4.5），可将熵表示为

( )0 .VCS dT S V
T

= +∫ （5）

将式（4）代入，得弱简并气体的熵为

( )
3

2 2

07
2

3 1 1ln .
2 2π2

hS Nk T Nk n S V
g mkT

⎛ ⎞
= ± +⎜ ⎟

⎝ ⎠
（6）

式中的函数 ( )0S V 可通过下述条件确定：在
3

2 2
3 1

2π
N hn
V mkT

λ
⎛ ⎞

= <<⎜ ⎟
⎝ ⎠

的极限条件下，弱简并气体趋于经典理想气体. 将上述极限下的式（6）与式

（7.6.2）比较（注意补上简并度 g），可确定 ( )0S V ，从而得弱简并费米（玻色）

气体的熵为

33
2 22

72
2

2π 5 1 1ln .
2 2π2

mkT hS Nk ng
h g mkT

⎧ ⎫⎡ ⎤ ⎛ ⎞⎪ ⎪⎛ ⎞⎢ ⎥= + ±⎨ ⎬⎜ ⎟⎜ ⎟⎢ ⎥⎝ ⎠ ⎝ ⎠⎪ ⎪⎣ ⎦⎩ ⎭

（7）

弱简并气体的热力学函数也可以按照费米（玻色）统计的一般程序求得；

先求出费米（玻色）理想气体巨配分函数的对数 lnΞ ，然后根据式（8.1.6）、

（8.1.8）和（8.1.10）求内能、压强和熵. 在求巨配分函数的对数时可利用弱
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简并条件作相应的近似. 关于费米（玻色）理想气体巨配分函数的计算可参

阅王竹溪《统计物理学导论》§65和§64.

8.4 试证明，在热力学极限下均匀的二维理想玻色气体不会发生玻色-

受因斯坦凝聚.

解: 如§8.3所述，令玻色气体降温到某有限温度 cT ，气体的化学势将趋于

-0. 在 cT T< 时将有宏观量级的粒子凝聚在 0ε = 的基态，称为玻色-爱因斯坦凝

聚. 临界温度 cT 由条件

( )
0

d

e 1ckT

D
nε

ε ε+∞
=

−
∫ （1）

确定.

将二维自由粒子的状态密度（习题 6.3式（4））

( )
2

2

2πd dLD m
h

ε ε ε=

代入式（1），得
2

2 0

2π d .
e 1ckT

L m n
h ε

ε+∞
=

−
∫ （2）

二维理想玻色气体的凝聚温度 cT 由式（2）确定. 令
c

x
kT
ε

= ，上式可改写为

2

2 0

2π d .
e 1c x

L xmkT n
h

+∞
=

−∫ （3）

在计算式（3）的积分时可将被积函数展开，有

( ) ( )21 1 e 1 e e ,
e 1 e 1 e

x x x
x x x

− − −
−

= = + + +
− −

⋯

则

0

d 1 11
e 1 2 3x

x+∞
= + + +

−∫ ⋯

1

1 .
n n

∞

=

=∑ （4）

式（4）的级数是发散的，这意味着在有限温度下二维理想玻色气体的化学势

不可能趋于零. 换句话说，在有限温度下二维理想玻色气体不会发生玻色-爱
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因斯坦凝聚.

8.5 约束在磁光陷阱中的原子，在三维谐振势场

( )2 2 2 2 2 21
2 x y xV m x y zω ω ω= + +

中运动. 如果原子是玻色子，试证明：在 cT T≤ 时将有宏观量级的原子凝聚在

能量为

( )0 2 x y zε ω ω ω= + +
ℏ

的基态，在
3

, 0,N Nω ω→∞ → 保持有限的热力学极限下，临界温度 cT 由下式确

定：
3

1.202 ,ckTN
ω

⎛ ⎞= ×⎜ ⎟
⎝ ⎠ℏ

其中 ( )
1
3 .x y zω ω ω ω= 温度为 T 时凝聚在基态的原子数 0N 与总原子数 N 之比为

3

0 1 .
c

N T
N T

⎛ ⎞
= − ⎜ ⎟

⎝ ⎠

解: 约束在磁光陷阱中的原子，在三维谐振势场中运动，其能量可表达

为
22 2

2 2 2 2 2 21 1 1 ,
2 2 2 2 2 2

yx z
x y z

pp pm x m y m z
m m m

ε ω ω ω
⎛ ⎞⎛ ⎞ ⎛ ⎞

= + + + + +⎜ ⎟⎜ ⎟ ⎜ ⎟⎜ ⎟ ⎝ ⎠⎝ ⎠ ⎝ ⎠
（1）

这是三维谐振子的能量（哈密顿量）. 根据式（6.2.4），三维谐振子能量的

可能值为

, ,
1 1 1 ,
2 2 2x y zn n n x x y y z zn n nε ω ω ω⎛ ⎞ ⎛ ⎞ ⎛ ⎞= + + + + +⎜ ⎟ ⎜ ⎟ ⎜ ⎟

⎝ ⎠ ⎝ ⎠ ⎝ ⎠
ℏ ℏ ℏ

, , 0, 1, 2,x y zn n n = ⋯ （2）

如果原子是玻色子，根据玻色分布，温度为 T 时处在量子态 , ,x y zn n n 上的粒子

数为

, , 1 1 1 1
2 2 2

1 .

e 1
x y z

x x y y z z
n n n

n n n
kT

a
ω ω ω µ⎡ ⎤⎛ ⎞ ⎛ ⎞ ⎛ ⎞+ + + + + −⎜ ⎟ ⎜ ⎟ ⎜ ⎟⎢ ⎥⎝ ⎠ ⎝ ⎠ ⎝ ⎠⎣ ⎦

=

−
ℏ ℏ ℏ

（3）

处在任一量子态上的粒子数均不应为负值，所以原子气体的化学势必低于最

低能级的能量，即
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( )0 .
2 x y zµ ε ω ω ω< ≡ + +
ℏ

（4）

化学势µ由

( ) 0
1

, ,

1

e 1x x y y z zx y z
n n nn n n kT

N
ω ω ω ε µ⎡ ⎤+ + + −⎣ ⎦

=
−

∑
ℏ

（5）

确定. 化学势随温度降低而升高，当温度降到某临界值 cT 时， µ将趋于 0.ε 临界

温度 cT 由下式确定：

( )1
, ,

1 ,
e 1x x y y z zx y z

n n nn n n kT

N
ω ω ω⎡ ⎤+ +⎣ ⎦

=
−

∑
ℏ

（6）

或

, ,

1 ,
e 1x y z

x y z

n n n
n n n

N + +=
−

∑ （7）

其中

( ), , .i
i i

c

n n i x y z
kT
ω

= =
ℏ

在 1i

ckT
ω

<<
ℏ

的情形下，可以将 in 看作连续变量而将式（7）的求和用积分代替. 注

意到在d d dx y zn n n 范围内，粒子可能的量子态数为

3

d d d ,c
x y z

kT n n n
ω

⎛ ⎞
⎜ ⎟
⎝ ⎠ℏ

即有
3 d d d ,

1x zy

x y zc
n n n

kT n n nN
eω + +

⎛ ⎞= ⎜ ⎟
⎝ ⎠ −∫ℏ

（8）

式中 ( )
1
3 .x y zω ω ω ω=

为了计算式（8）中的积分，将式中的被积函数改写为

( )

( ) ( )
0

1 1
e 1 e 1 e

e e .

x y z x y zx y z

x y z x y z

n n n n n nn n n

n n n l n n n

l

+ + − + ++ +

∞
− + + − + +

=

=
⎡ ⎤− −⎢ ⎥⎣ ⎦

= ∑

积分等于
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0 0 0
0

3
0

d d d e d e d e d
e 1

1

1.202.

yx z

x y z

x y z l nl n l n
x y zn n n

l

l

n n n n n n

l

∞ +∞ +∞ +∞−− −
+ +

=

∞

=

=
−

=

=

∑∫ ∫ ∫ ∫

∑

所以式（8）给出
1
3
.

1.202C
NkT ω ⎛ ⎞= ⎜ ⎟

⎝ ⎠
ℏ （9）

式（9）意味着， 在 , 0N ω→∞ → 而
3

Nω 保持有限的极限情形下， CkT 取有限

值. 上述极限称为该系统的热力学极限.

在 cT T<< 时，凝聚在基态的粒子数 0N 由下式确定：
3

0 1.202 ,kTN N
ω

⎛ ⎞− = ⎜ ⎟
⎝ ⎠ℏ

上式可改写为
3

0 1 .
C

N T
N T

⎛ ⎞
= − ⎜ ⎟

⎝ ⎠
（10）

式（9）和式（10）是理想玻色气体的结果. 实验上实现玻色凝聚的气体，原

子之间存在弱相互作用，其特性与理想玻色气体有差异. 互作用为斥力或吸

力时气体的特性也不同. 关于互作用玻色气体的凝聚可参阅Dalfovo et al. Rev.
Mod. Phys. 1999, 71（465）.

8.6 承前 8.5 题，如果 ,z x yω ω ω>> ，则在 zkT ω<< ℏ 的情形下，原子在 z 方

向的运动将冻结在基态作零点振动，于是形成二维原子气体. 试证明 CT T< 时

原子的二维运动中将有宏观量级的原子凝聚在能量为 ( )0 2 x yε ω ω= +
ℏ

的基态，在

2
, 0,N Nω ω→∞ → 保持有限的热力学极限下，临界温度 cT 由下式确定：

2

1.645 ,CkTN
ω

⎛ ⎞= ⎜ ⎟
⎝ ⎠ℏ

其中 ( )
1
2 .x yω ω ω= 温度为 T 时凝聚在基态的原子数 0N 与总原子数 N 之比为

2

0 1 .
C

N T
N T

⎛ ⎞
= − ⎜ ⎟

⎝ ⎠
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解: 在 ,z x yω ω ω>> 的情形下，原子 z 方向的运动将冻结在基态作零点振

动，于是形成二维原子气体. 与 8.5题相似，在 cT T< 时将有宏观量级的原子

凝聚在能量为 ( )0 2 x yε ω ω= +
ℏ

的基态. 临界温度 cT 由下式确定：

2

0

d d
e 1x y

x yC
n n

kT n nN
ω

+∞

+

⎛ ⎞= ⎜ ⎟ −⎝ ⎠ ∫ℏ

2

1.645 ,CkT
ω

⎛ ⎞= ⎜ ⎟
⎝ ⎠ℏ

（1）

其中

( )
1
2 ,x yω ω ω=

20
1

d d 1 1.645.
e 1x y

x y

n n
l

n n
l

∞+∞

+
=

= =
−

∑∫ （2）

在 , 0N ω→∞ → 而
2

Nω 保持有限的热力学极限下 ckT 为有限值，有
1
2
.

1.645C
NkT ω ⎛ ⎞= ⎜ ⎟

⎝ ⎠
ℏ （3）

CT T≤ 时凝聚在基态的原子数 0N 与总原子数 N 之比由下式确定：
2

0 1.645 ,kTN N
ω

⎛ ⎞− = ⎜ ⎟
⎝ ⎠ℏ

或
2

0 1 .
C

N T
N T

⎛ ⎞
= − ⎜ ⎟

⎝ ⎠
（4）

低维理想玻色气体玻色凝聚的理论分析可参看 8.5 题所引 Dalfovo et al
及其所引文献. 低维玻色凝聚已在实验上得到实现，见 Gorlirż̇ et al.
Phys.Rev.Lett.2001,87（130402）.

8.7 计算温度为 T 时，在体积 V 内光子气体的平均总光子数，并据此估

算

（a）温度为 1000K的平衡辐射.

（b）温度为 3K的宇宙背景辐射中光子的数密度.

解: 式（8.4.5）和（8.4.6）已给出在体积 V 内，在ω到 dω ω+ 的圆频率范

围内光子的量子态数为



156

( ) 2
2 3d d .
π
VD
c

ω ω ω ω= （1）

温度为 T 时平均光子数为

( ) ( )d, d .
e 1kT

D
N T ω

ω ω
ω ω =

−
ℏ （2）

因此温度为 T 时，在体积 V 内光子气体的平均光子数为

( )
2

2 3 0

d .
π

e 1kT

VN T
c ω

ω ω+∞
=

−
∫ ℏ （3）

引入变量 x
kT
ω

=
ℏ

，上式可表示为

( )
3 2

2 3 0

3
3

2 3 3

d
π e 1

2.404 .
π

x
V kT x xN T
c

k VT
c

+∞⎛ ⎞= ⎜ ⎟ −⎝ ⎠

=

∫ℏ

ℏ

或

( )
3

3
2 3 32.404 .
π

kn T T
c

=
ℏ

（3）

在 1000K下，有

16 32 10 .n m−≈ ×

在 3K下，有

8 35.5 10 .n m−≈ ×

8.8 试根据普朗克公式证明平衡辐射内能密度按波长的分布为

( ) 5

8π d, d ,
e 1

hc
kT

hcu T
λ

λ
λ λ

λ
=

−

并据此证明，使辐射内能密度取极大的波长 mλ 满足方程
m

hcx
kTλ

⎛ ⎞
=⎜ ⎟

⎝ ⎠

5 5.xe x− + =

这个方程的数值解为 4.9651.x = 因此

,
4.9651m

hcT
k

λ =

mλ 随温度增加向短波方向移动.
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解: 式（8.4.7）给出平衡辐射内能按圆频率的分布为

( )
3

2 3

1, d d .
π e 1kT

u T
c ω

ω
ω ω ω= =

−
ℏ
ℏ

（1）

根据圆频率与波长熟知的关系
2 cπ

ω
λ

= ，有

2

2πd d .c
ω λ

λ
= （2）

如果将式（1）改写为内能按波长的分布，可得

( ) 5

8π d, d .
e 1

hc
kT

hcu T
λ

λ
λ λ

λ
= −

−
（3）

令
hcx
kTλ

= ，使 ( ),u Tλ 取极大的波长 mλ 由下式确定：

5d 0.
d e 1x

x
x
⎛ ⎞

=⎜ ⎟−⎝ ⎠
（4）

由式（4）易得

5 5e .x x−− = （5）

这方程可以用数值方法或图解方法求解. 图解方法如下：以 x为横坐标， y 为

纵坐标，画出两条曲线

1 e ,

,
5

xy
xy

−= −

=

如图所示. 两条曲线的交点就是方程（5）的解，其数值约为 4.96. 精确的数

值解给出 4.9651.x = 所以使 ( ),u Tλ 为极大的 mλ 满足

4.9651m
hcT

k
λ =
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32.898 10 m K.−= × ⋅ （6）

右方是常量，说明 mλ 随温度的增加向短波方向移动，称为维恩位移定律.

值得注意，式（6）确定的使 ( ),u Tλ 为极大的 mλ 与式（8.4.11）给出的使

( ),u Tω 为极大的 mω 并不相同. 原因是 ( ),u Tλ 是单位波长间隔的内能密度，

( ),u Tω 是单位频率间隔的内能密度. mλ 与 mω 分别由

5d 0
d e 1x

x
x
⎛ ⎞

=⎜ ⎟−⎝ ⎠
（4）

和

3d 0
d e 1x

x
x
⎛ ⎞

=⎜ ⎟−⎝ ⎠
（7）

确定，其中

.hcx
kT kT
ω

λ
= =
ℏ

由这两个方程解得 mx 显然不同.

8.9 按波长分布太阳辐射能的极大值在 480nmλ ≈ 处，假设太阳是黑体，

求太阳表面的温度.

解: 由上题式（6）知

32.898 10 m K.mTλ −= × ⋅

假设太阳是黑体，太阳表面温度的近似值为

3

9

2.898 10 K 6000K.
480 10

T
−

−

×
= =

×

8.10 试根据热力学公式 dVCS T
T

= ∫ 及光子气体的热容量求光子气体的

熵.

解: 式（8.4.10）给出光子气体的内能为

2 4
4

3 3

π .
15

kU VT
c

=
ℏ

（1）

由此易得其定容热容量为
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2 4
3

3 3

4π
15V

V

U kC VT
T c

∂⎛ ⎞= =⎜ ⎟∂⎝ ⎠ ℏ
（2）

根据热力学关于均匀系统熵的积分表达式（2.4.5），有

0d d ,V

V

C pS T V S
T T

⎡ ⎤∂⎛ ⎞= + +⎜ ⎟⎢ ⎥∂⎝ ⎠⎣ ⎦
∫ （3）

积分沿任意一条积分路线进行. 如果取积分路线为由（0，V）到（T，V）的

直线，即有

2 4 2 4
2 3

3 3 3 30

4π 4πd ,
15 45

Tk k VS T T T
c c

= =∫ℏ ℏ
（4）

其中已取积分常量 0S 为零.

如果取其他积分路线，例如由（0，0）至（T，V）的直线，结果如何？

8.11 试计算平衡辐射中单位时间碰到单位面积器壁上的光子所携带的

能量，由此即得平衡辐射的通量密度 .uJ 计算 6000K和 1000K时 uJ 的值.

解: 根据式（8.4.3）和（6.2.15），在单位体积内，动量大小在 p 到 dp p+ ，

动量方向在θ到 d ,θ θ ϕ+ 到 dϕ ϕ+ 范围内，平衡辐射的光子数为

2

3

2 sin d d d ,
e 1cp

p p
h β

θ θ ϕ
−

（1）

其中已利用式（8.4.2）将动量为 p 的光子能量表示为 cp，因子 2 是计及光子

自旋在动量方向的两个可能投影而引入的.

以 dA表示法线方向沿z轴的器壁的面积元. 以d d dΓ A t 表示在 dt时间内碰

到 dA 面积上，动量大小在 p 到 dp p+ ，方向在θ到 d ,θ θ ϕ+ 到 dϕ ϕ+ 范围的光

子数. 它等于以 dA 为底，以 cos dc tθ 为高，动量在d d dp θ ϕ范围内的光子数. 因

此单位时间（d 1t = ）内，碰到单位面积( )d 1A = 的器壁上（或穿过单位面积），

动量在d d dp θ ϕ范围内的光子所携带的能量为

2

3

2 sin d d d cos .
e 1cp

p p c cp
h β

θ θ ϕ
θ⋅ ⋅

−
（2）

对式（2）积分， p从 0 到 , θ+∞ 从 0到
π ,
2

ϕ从 0到 2π，即得到辐射动量密度 uJ

为
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π2 3 2π
2

3 0 0 0

2 3

3 0

2 d sin cos d d
e 1

2π d .
e 1

u cp

cp

c p pJ
h

c p p
h

β

β

θ θ θ ϕ
+∞

+∞

= ⋅ ⋅
−

=
−

∫ ∫ ∫

∫

令 x cpβ= ，上式可表示为
42 3

3 0

42 4

3

2π 1 d
e 1

2π π6 ,
90

u x
c x xJ

h c

c kT
h c

β
+∞⎛ ⎞

= ⋅⎜ ⎟ −⎝ ⎠

⎛ ⎞= ⋅ ⋅⎜ ⎟
⎝ ⎠

∫

或

2 4
4

2 3

π .
60u

kJ T
c

=
ℏ

（3）

在 6000K，有

7 27.14 10 J m ;uJ −= × ⋅

在 1000K，有

5 20.55 10 J m .uJ −= × ⋅

8.12 室温下某金属中自由电子气体的数密度 28 36 10 m ,n −= × 某半导体中

导电电子的数密度为 28 310 mn −= ，试验证这两种电子气体是否为简并气体.

解: 根据§8.5，在 e 1α >> ，即 3 1nλ << 的情形下费米气体满足非简并性条

件，遵从玻耳兹曼分布；反之，在 e 1α << ，即 3 1nλ >> 的情形下，气体形成强简

并的费米气体.
3

2 2
3 ,

2π
hn n
mkT

λ
⎛ ⎞

= ⎜ ⎟
⎝ ⎠

（1）

将 28 3300 , 6 10 mT K n −= = × 代入，得

3 310 1,nλ ≈ >> （2）

说明该金属中的自由电子形成强简并的费米气体. 将 20 3300K, 10 mT n −= = 代

入，得

3 510 1,nλ −≈ <<

所以该半导体中的导电电子是非简并气体，可以用玻耳兹曼统计讨论.
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金属中自由电子数密度的估计见§8.5，半导体中导电电子数密度的估计

请参阅补充题 3.

8.13 银的导电电子数密度为 28 3.5.9 10 m−× 试求 0 K 时电子气体的费米能

量、费米速率和简并压.

解: 根据式（8.5.6）和（8.5.8），0 K下金属中自由电子气体的费米能量

（电子的最大能量）、费米速率（电子的最大速率）和电子气体的压强取决于

电子气体的密度n .

式（8.5.6）给出

( ) ( )
22

2 30 3π .
2

n
m

µ =
ℏ

（1）

将 31 34 28 39.1 10 kg, 1.05 10 J s, 5.9 10 mm n− − −= × = × ⋅ = ×ℏ 代入，即得

( ) 180 0.876 10 J 5.6eV.µ −= × = （2）

费米速率 Fυ 等于

( ) 6 1
F

2 0
1.4 10 m s .υ

m
µ −= = × ⋅ （3）

式（8.5.8）给出 0 K下电子气体的压强为

( ) ( ) 1020 0 2.1 10 Pa .
5

p nµ= ≈ × （4）

8.14 试求绝对零度下自由电子气体中电子的平均速率.

解: 根据式（8.5.4），绝对零度下自由电子气体中电子动量（大小）的分

布为

F1, ,f p p= ≤

F0, ,f p p= > （1）

其中 Fp 是费米动量，即 0 K时电子的最大动量. 据此，电子的平均动量为
F

F

3 4
F3 0

F
2 3

F3 0

8π 1d 34 .8π 1 4d
3

p

p

V p p p
hp pV p p p
h

= = =
∫

∫
（2）

因此电子的平均速率为
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F
F

3 3 .
4 4

ppυ υ
m m

= = = （3）

8.15 试证明，在绝对零度下自由电子的碰壁数可表示为
1 ,
4

nυΓ =

其中
Nn
V

= 是电子的数密度，υ是平均速率.

解: 绝对零度下电子速率分布为

F

F

1, ,
0, ,

f υ υ
f υ υ
= ≤
= >

（1）

式中 Fυ 是 0 K时电子的最大速率，即费米速率. 单位体积中速率在 dυd dθ ϕ间

隔的电子数为

( )
3

2
F3

2 sin d d d .m υ υ υ υ
h

θ θ ϕ ≤ （2）

单位时间内上述速度间隔的电子碰到法线沿 z 轴的单位面积器壁上的碰撞数

为

3
2

3

2 cos sin d d d .md υ υ υ
h

Γ θ θ θ ϕ= ⋅ （3）

将上式积分，υ从 0到 F ,υ θ 从 0到
π ,
2

ϕ从 0到 2π，得 0 K时电子气体的碰壁数

为

F
π3 2π3 2

3 0 0 0

3
4
F3

2 d sin cos d d

2 1 1 2
4 2

υm υ υ
h
m υ
h

Γ θ θ θ ϕ

π

=

= ⋅ ⋅ ⋅

∫ ∫ ∫

3
4
F3

π .
2

m υ
h

= （4）

但由式（2）知单位体积内的电子数n为
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F
3 π 2π2

3 0 0 0

3
3
F3

2 d sin d d

2 1 2 2π
3

υm υ υ
h
m υ
h

Γ θ θ ϕ=

= ⋅ ⋅ ⋅

∫ ∫ ∫

3
3
F3

8 .
3

m υ
h

π
= （5）

所以

F
3 1 .

4 4 4
n υ nυΓ = ⋅ =

最后一步用了 8.14题式（3）.

8.16 已知声速
S

pa
ρ

⎛ ⎞∂
= ⎜ ⎟∂⎝ ⎠

（式（1.8.8）），试证明在 0 K理想费米气体中

F .
3

υa =

解: 式（1.8.8）已给出声速a为

S

pa
ρ

⎛ ⎞∂
= ⎜ ⎟∂⎝ ⎠

， （1）

式中的偏导数是熵保持不变条件下的偏导数. 根据能氏定理，0 K下物质系统

的熵是一个绝对常数，因此 0 K下物理量的函数关系满足熵为不变的条件.

根据式（8.5.8）和（8.5.6），0 K下理想费米气体的压强为

( )

( ) ( )
2 2 5

2 3 2

2 0
5
2 3π
5 2

p n

n
m

µ=

=
ℏ

( ) ( )
2 2 5

2 3 3
5
3

2 13π .
5 2m m

ρ=
ℏ

（2）

故

( )
2 22

2 F3
2

2 13π ,
3 2 3S

pp n
m m mρ

⎛ ⎞∂
= =⎜ ⎟∂⎝ ⎠

ℏ

即
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F F .
3 3
p υa

m
= = （3）

8.17 等温压缩系数 Tκ 和绝热压缩系数 Sκ 的定义分别为

1
T

T

p
V

κ
ρ

⎛ ⎞∂
= − ⎜ ⎟∂⎝ ⎠

和

1 .S
S

p
V

κ
ρ

⎛ ⎞∂
= − ⎜ ⎟∂⎝ ⎠

试证明，对于 0 K的理想费米气体，有

( ) ( ) ( )
3 10 0 .
2 0T S n

κ κ
µ

= =

解: 根据式（8.5.6）和（8.5.4），0 K下理想费米气体的压强为

( ) ( )
5

22 32 32 20 3π .
5 5 2

Np n
m V

µ ⎛ ⎞= = ⎜ ⎟
⎝ ⎠

ℏ
（1）

在温度保持为 0 K的条件下， p 对 V 的偏导数等于

( )
22

2 3
2

2 3π .
3 2T

p N
V m V
∂⎛ ⎞ ⎛ ⎞= −⎜ ⎟ ⎜ ⎟∂⎝ ⎠ ⎝ ⎠

ℏ

由式（A.5）知

( )

( )

2

2
22 32 3

1 3 .
2

3π
2

T

T

VV
pp N NV m V

−⎛ ⎞∂
= =⎜ ⎟ ∂∂ ⎛ ⎞⎝ ⎠ ⎛ ⎞⎜ ⎟∂ ⎜ ⎟⎝ ⎠ ⎝ ⎠

ℏ
（2）

所以 0 K下

( )
( )5

22 32 3

1 3 3 1 .
2 2 0

3π
2

T
T

V V
V p nN

m V

κ
µ

⎛ ⎞∂
= − = =⎜ ⎟∂⎝ ⎠ ⎛ ⎞

⎜ ⎟
⎝ ⎠

ℏ
（3）

根据能氏定理，T=0 的等温线与 S=0 的等熵线是重合的，因此 0 K下

.
T S

V V
p p

⎛ ⎞ ⎛ ⎞∂ ∂
=⎜ ⎟ ⎜ ⎟∂ ∂⎝ ⎠ ⎝ ⎠

由此可知
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( )
1 3 1 .

2 0S
S

V
V p n

κ
µ

⎛ ⎞∂
= − =⎜ ⎟∂⎝ ⎠

（4）

式（4）也可以从另一角度理解. 式（2.2.14）和（2.2.12）给出

s V

T p

C
C

κ
κ

= （5）

和

2

.p V
T

VTC C α
κ

− = （6）

由式（6）知，0 K下

,p VC C=

所以式（5）给出 0 K下

.S Tκ κ

8.18 试求在极端相对论条件下自由电子气体在 0K时的费米能量、内能

和简并压.

解: 极端相对论条件下，粒子的能量动量关系为
.cpε =

根据习题 6.4式（2），在体积 V 内，在ε 到 dε ε+ 的能量范围内，极端相对论

粒子的量子态数为

( )
( )

2
3

8πd d .VD
ch

ε ε ε ε= （1）

式中已考虑到电子自旋在动量方向的两个可能投影而将习题 6.4式（2）的结

果乘以因子 2.

0 K下自由电子气体的分布为

( )
( )
( )

1, 0 ;

0, 0 .
f

µ µ
ε

µ µ

≤⎧⎪= ⎨
>⎪⎩

（2）

费米能量 ( )0µ 由下式确定：

( )
( )

( )
( )

0 2 3
3 30

8π 8π 1d 0 ,
3

V VN
ch ch

µ
ε ε µ= = ⋅∫

故
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( )
1
330 .

8
n chµ
π

⎛ ⎞= ⎜ ⎟
⎝ ⎠

（3）

0 K下电子气体的内能为

( )( )

( )
( )

( )
( )

0

0

0 3
3 0

4
3

d

8π d

8π 1 0
4

U D

V
ch

V
ch

µ

µ

ε ε ε

ε ε

µ

=

=

= ⋅

∫

∫

( )3 0 .
4

Nµ= （4）

根据习题 7.2式（4），电子气体的压强为

( )1 1 0 .
3 4

Up n
V

µ= = （5）

8.19 假设自由电子在二维平面上运动，面密度为 .n 试求 0 K时二维电

子气体的费米能量、内能和简并压.

解: 根据 6.3 题式（4），在面积 A 内，在ε到 dε ε+ 的能量范围内，二维

自由电子的量子态数为

( ) 2

4d d .AD m
h
π

ε ε ε= （1）

式中已考虑到电子自旋在动量方向的两个可能投影而将 6.3题式（4）的结果

乘以 2.

0 K下自由电子的分布为

( )
( )
( )

1, 0 ;

0, 0 .
f

µ µ
ε

µ µ

≤⎧⎪= ⎨
>⎪⎩

（2）

费米能量 ( )0µ 由下式确定：
( ) ( )
0

2 20

4π 4πd 0 ,A AN m m
h h

µ
ε µ= =∫

即

( )
2 2

0 .
4π 4π
h N h

m A m
µ = = （3）

0 K下二维自由电子气体的内能为

( )( ) ( )
0 2

2 20

4π 4πd 0 0 .
2 2

A A m NU m
h h

µ
ε ε µ µ= = =∫ （4）
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仿照习题 7.1可以证明，对于二维的非相对论粒子，气体压强与内能的关

系为

.Up
A

= （5）

因此 0 K下二维自由电子气体的压强为

( )1 0 .
2

p nµ= （6）

8.20 已知 0 K时铜中自由电子气体的化学势

( )0 7.04eV,µ =

试求 300 K时的一级修正值.

解: 根据式（8.5.17），温度为 T 时金属中自由电子气体的化学势为

( ) ( ) ( )

22π0 1 ,
12 0

kTTµ µ
µ

⎡ ⎤⎛ ⎞
⎢ ⎥= − ⎜ ⎟⎜ ⎟⎢ ⎥⎝ ⎠⎣ ⎦

300 K下化学势 ( )Tµ 对 ( )0µ 的一级修正为

( ) ( ) ( )
22

3

5

0 1.12 10 0
12 0

7.88 10 eV.

kTπ
µ µ

µ
−⎡ ⎤

− = − ×⎢ ⎥
⎣ ⎦

= − ×

这数值很小，不过值得注意，它是负的，这意味着金属中自由电子气体的化

学势随温度升高而减小. 这一点可以从下图直接看出. 图中画出了在不同温

度下电子分布函数 ( )f ε 随ε 的变化. 0 K时电子占据了能量ε 从零到 ( )0µ 的每

一个量子态，而 ( )0ε µ> 的状态则全部未被占据，如图中的 0T 线所示. 温度升

高时热激发使一些电子从能量低于µ的状态跃迁到能量高于 µ的状态. 温度

愈高，热激发的电子愈多，如图中的 1T 线和 2T 线所示 ( )1 2 .T T< 费米分布

1

e 1hT

f ε µ−=
+
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要求在任何温度下ε µ= 的状态
1
2

f = ，即占据概率为
1 .
2

从图 8-2 可以看出，

化学势µ必然随温度升高而减少，即 ( )2 1 0 .µ µ µ< <

8.21 试根据热力学公式 VCS dT
T

= ∫ ，求低温下金属中自由电子气体的

熵.

解: 式（8.5.19）给出低温下金属中自由电子气体的定容热容量为

( )
2π .
2 0V

kTC Nk
µ

= （1）

根据热力学关于均匀系统熵的积分表达式（2.4.5），有

0d d .V

V

C pS T V S
T T

⎡ ⎤∂⎛ ⎞= + +⎜ ⎟⎢ ⎥∂⎝ ⎠⎣ ⎦
∫ （2）

取积分路线为（0，V）至（T，V）的直线，即有

( ) ( )
2 2 2

0

π πd ,
2 0 2 0

TNk kTS T Nk
µ µ

= =∫ （3）

其中已取积分常量 0S 为零.

8.22 由 N 个自旋极化的粒子组成的理想费米气体处在径向频率为 rω ，

轴向频率为 rλω 的磁光陷阱内，粒子的能量（哈密顿量）为

( ) ( )2 2 2 2 2 2 2 21 .
2 2x y z r

mp p p x y z
m

ε ω λ= + + + + +

试求 0 K时费米气体的化学势（以费米温度表示）和粒子的平均能量. 假设
5 -1 210 , 3800s , 8rN ω λ= = = ，求出数值结果.

解: 由式（6.2.4）知，粒子的能量本征值为

( ), , ,
x y zn n n r x y zn n nε ω λ= + +ℏ

, , 0,1,2,x y zn n n = ⋯ （1）

式中已将能量零点取为 1 .
2r
λ

ω ⎛ ⎞+⎜ ⎟
⎝ ⎠

ℏ

理想费米气体的化学势 ( ),T Nµ 由下式确定：
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( ), ,

1 .
e 1r x y z

x y z
n n n

n n n
N

β ω λ µ⎡ ⎤+ + −⎣ ⎦
=

+
∑ ℏ

（2）

如果 N 足够大使大量粒子处在高激发能级，粒子的平均能量远大于 rωℏ ，或者

温度足够高使 rkT ω>> ℏ ，式（2）的求和可以改写为对能量的积分. 令

, , ,
d , d , d ,
x x r y y r z z r

x r y r z r

n n nε ω ε ω ε λ ω

ε ω ε ω ε λ ω

= = =

= = =

ℏ ℏ ℏ
ℏ ℏ ℏ

式（2）可表达为

( ) ( )3

d d d1 .
e 1x y z

x y z

r

N
β ε ε ε µ

ε ε ε

λ ω + + +
=

+
∫ℏ

（3）

引入新的积分变量 x y zε ε ε ε= + + ，可进一步将式（2）改写为

( ) ( )3
1 d d d ,

e 1 x y
r

N β ε µ

ε
ε ε

λ ω −
=

+∫ ∫ ∫ℏ
（4）

式中被积函数只是变量ε 的函数，与 xε 和 yε 无关. 对一定的ε ，d xε 和d yε 的积

分等于以 xε 轴、 yε 轴和 x yε ε ε+ = 三条直线为边界的三角形面积，如图所示，这

面积等于 21 .
2
ε 所以式（4）可表达为

( )
( )

d
,

1
D

N
eβ ε µ

ε ε
−

=
+∫ （5）

其中

( )
( )

2
3

1d d .
2 r

D ε ε ε ε
λ ω

=
ℏ

（6）

它是能量在ε 到 dε ε+ 范围内粒子的状态数.

0 K时系统尽可能处在能量最低的状态. 由于泡利原理的限制，粒子将从
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能量为零的状态开始，每一量子态填充一个粒子，到能量为 ( )0µ 的状态止.

( )0µ 由下式确定：

( )
( )

( )
( )3

0 2
3 30

01 1d .
32 2r r

N
µ µ

ε ε
λ ω λ ω

= =∫ℏ ℏ

由此可得

( ) ( )
1
30 6 .r Nµ ω λ= ℏ （7）

0 K时费米气体的能量为

( )( )

( )
( )

( )
( )

0

0

0 3
3 0

4

3

d

1 d
2

01
42

r

r

E D
µ

µ

ε ε ε

ε ε
λ ω

µ

λ ω

=

=

=

∫

∫ℏ

ℏ

( )3 0 .
4

Nµ= （8）

粒子的平均能量为

( )3 0 .
4

ε µ= （9）

对于题给的数据，可得

30nK,rω =ℏ

( )0 3.5μK,FT
k

µ
= =

2.7μK.E
k
=

8.23 承上题，试求低温极限 FT T<< 和高温极限 FT T>> 下，磁光陷阱中理

想费米气体的化学势、内能和热容量.

解: 首先讨论低温极限 FT T<< 的情形. 根据式（8.5.13）和（8.5.16）,积

分

( )
0

d ,
e 1kT

I ε µ

η ε
ε

+∞

−=
+

∫ （1）

在低温极限下可展开为
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( ) ( ) ( )
2

2

0

πd
6

I kT
µ
η ε ε η µ′= + +∫ ⋯ （2）

对于磁光陷阱中的理想费米气体，有
2

0

d ,
e 1kT

cN ε µ

ε ε+∞

−=
+

∫ （3）

其中
( )3
1 .

2 r

c
λ ω

=
ℏ

上式确定费米气体的化学势. 利用式（1），（2）可得

2
3 21 π ,

3
c kTN µ

µ

⎡ ⎤⎛ ⎞
= +⎢ ⎥⎜ ⎟

⎝ ⎠⎢ ⎥⎣ ⎦

因此

11 2 33 23 1 πN kT
c

µ
µ

−
⎡ ⎤⎛ ⎞⎛ ⎞= +⎢ ⎥⎜ ⎟ ⎜ ⎟

⎝ ⎠ ⎝ ⎠⎢ ⎥⎣ ⎦

( ) ( )

22π0 1 .
3 0

kT
µ

µ

⎧ ⎫⎡ ⎤⎪ ⎪≈ −⎨ ⎬⎢ ⎥
⎣ ⎦⎪ ⎪⎩ ⎭

（4）

气体的内能为
3

0

d ,
1kT

cU
e
ε µ

ε ε+∞

−=
+

∫

利用式（1），（2）可得

( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( )

2
4 2

42 22
4 2

42 22
4 2

1 2π
4

π0 1 1 2π
4 3 0 0

3 4π0 1 1 2π
4 3 0 0

C kTU

C kT kT

kT kTN

µ
µ

µ
µ µ

µ
µ µ

⎡ ⎤⎛ ⎞
= +⎢ ⎥⎜ ⎟

⎝ ⎠⎢ ⎥⎣ ⎦

⎧ ⎫ ⎧ ⎫⎡ ⎤ ⎡ ⎤⎪ ⎪ ⎪ ⎪≈ − ⋅ +⎨ ⎬ ⎨ ⎬⎢ ⎥ ⎢ ⎥
⎣ ⎦ ⎣ ⎦⎪ ⎪ ⎪ ⎪⎩ ⎭ ⎩ ⎭

⎧ ⎫ ⎧ ⎫⎡ ⎤ ⎡ ⎤⎪ ⎪ ⎪ ⎪≈ − ⋅ +⎨ ⎬ ⎨ ⎬⎢ ⎥ ⎢ ⎥
⎣ ⎦ ⎣ ⎦⎪ ⎪ ⎪ ⎪⎩ ⎭ ⎩ ⎭

( ) ( )

2

23 20 1 π .
4 3 0

kTNµ
µ

⎧ ⎫⎡ ⎤⎪ ⎪≈ +⎨ ⎬⎢ ⎥
⎣ ⎦⎪ ⎪⎩ ⎭

（5）

热容量为

( )
2d π .

d 0
U kTC Nk
T µ

= = （6）
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在高温极限 FT T>> 的情形下，有
F

e e e 1.
T

kT T
µ

α − −
= ≈ ≈ （7）

磁光陷阱内的费米气体是非简并的，遵从玻耳兹曼分布. 按照玻耳兹曼统计

求热力学函数的一般程序，先求粒子配分函数

( )

( )

1 0

2
3 0

e d

1 e d
2 r

Z D βε

βε

ε ε

ε ε
λ ω

+∞ −

+∞ −

=

=

∫

∫ℏ

( )3 3

1 2 .
2 r βλ ω

=
ℏ

（8）

内能为

1ln 3 .U N Z NkT
β
∂

= − =
∂

（9）

上式与能量均分定理的结果相符.

根据式（7.6.7），气体的化学势为

( )

3

1Zln ln 6 .
0

kTkT kT
N

µ
µ

⎧ ⎫⎡ ⎤⎪ ⎪= − = − ⎨ ⎬⎢ ⎥
⎣ ⎦⎪ ⎪⎩ ⎭

（10）

最后一步用了式（8）和补充题 4 式（7）.

实验已观察到处在磁光陷阱内的费米气体在温度低于费米温度时所显示

的费米简并性和费米压强. 见 B. DeMarco, D. S. Jin. Science. 1999,285(1703).
A. G. Truscott et al. Science. 2001,191(2570).

8.24 关于原子核半径 R 的经验公式给出

( )15 1/31.3 10 m ,R A−= × ⋅

式中 A 是原子核所含核子数. 假设质子数和中子数相等，均为 A/2，试计算

二者在核内的密度 .n 如果将核内的质子和中子看作简并费米气体，试求二者

的 ( )0µ 以及核子在核内的平均能量.核子质量 271.67 10 kg.nm −= ×

解: 根据核半径的经验公式

( )
1

15 31.3 10 m ,R A−= × ⋅
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假设核内质子数和中子数相等，均为
2
A
，则二者的密度均为

( )
45 -3

15

2 0.05 10 m .4 π 1.3 10 m
3

A

n
A−

= ≈ ×
× ⋅

如果将核内的质子和中子看作简并费米气体，根据式（8.5.6），费米能量 ( )0µ

为

( ) ( )
22

2 3

11

0 3π
2
0.43 10 J
27MeV.

n
m

µ

−

=

= ×
≈

ℏ

由式（8.5.7）知，核子在核内的平均能量为

( )
11

3 0
5
0.26 10 J
16MeV.

ε µ

−

=

= ×
≈

核的费米气体模型是 20 世纪 30 年代提出的核模型. 它在定性描述原子

核的粗略性质方面取得了一定的成功. 核的费米气体模型把核子看作是约束

在核内的无相互作用的自由粒子. 从核子散射实验知道，核子之间存在很强

的相互作用，其中包含非常强的排斥心. 将核子看作核内无相互作用的自由

粒子，可以这样理解：排斥心的半径约为 150.4 10 m−× ，核内核子之间的平均距

离约为 152.4 10 m−× ，因此原子核的“最密集”体积与实际体积之比约为
30.4 1

2.4 100
⎛ ⎞ ≈⎜ ⎟
⎝ ⎠

，这样核子实际上感受到的只是相互作用中较弱的“尾巴”部分. 其

次，由于泡利原理的限制，大多数核子（特别是处在费米面深处低能态的粒

子）发生碰撞时，其状态很难发生改变，仅在费米面附近的少数核子有可能

在碰撞时改变其状态. 作为一个初步近似，费米气体模型忽略了核子之间的

相互作用.

8.25 3He是费米子，其自旋为1/2在液 3He中原子有很强的相互作用. 根

据朗道的正常费米液体理论，可以将液 3He看作是由与原子数目相同的 3He准

粒子构成的费米液体. 已知液 3He的密度为 -381kg m⋅ ，在 0.1 K以下的定容热容

量为 2.89 .VC NkT= 试估算 3He准粒子的有效质量 *.m
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解: 我们首先粗略地介绍一下朗道费米液体理论的有关概念.

如§8.5所述，在 0 K理想费米气体处在基态时，粒子占满了动量空间中

半径为费米动量 Fp 的费米球：

( )
1

2 3
F 3π ,p n= ℏ （1）

Fp p> 的状态则完全未被占据. 气体处在低激发态时，有少量粒子跃造到

Fp p> 的状态，而在费米球中留下空穴. Fp 的大小取决于气体的数密度 .n

朗道假设，如果在理想费米气体中逐渐加入粒子间的相互作用，理想费

米气体将过渡为费米液体，气体的粒子过渡为液体的准粒子. 液体中的准粒

子数与原来气体或液体中的实际粒子数相同. 对于均匀系统，准粒子的状态

仍可由动量 p 和自旋 S 描述. 在 0 K费米液体处在基态时，准粒子占满了动量

空间中半径为 Fp 的费米球， Fp 仍由式（1）确定，但 n是液体的粒子数密度. 费

米液体处在低激发态时，有少量准粒子跃迁到 Fp p> 的状态，而在费米球中留

下空穴.

以 ( )df p ω表示单位体积中动量在 p 到 dp p+ 的准粒子数. 在自旋量子数

为 1/2 的情形下，有

3

2dd .p
h

ω =

( )f p 满足归一化条件

( )d .f p nω =∫ （2）

由于费米液体的准粒子之间存在相互作用，单个粒子的能量 ( )pε 与其他

准粒子所处的状态有关，即与准粒子的分布有关. 因此，与理想费米气体不

同，费米液体的能量不能表达为单个准粒子的能量之和，即

( ) ( )d ,E p f p
V

ε ω≠ ∫ （3）

而是分布函数 ( )f p 的泛函. 准粒子能量 ( )pε 由下式定义：

( ) ( )δ δ d ,E p f p
V

ε ω= ∫ （4）

或

( ) ( )

δ

.
δ

E
Vp

f p
ε

⎛ ⎞∂ ⎜ ⎟
⎝ ⎠=

∂ ⎡ ⎤⎣ ⎦
（5）

上式的意义是，准粒子能量 ( )pε 等于增加一个动量为 p 的粒子所引起的系统能
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量的增加. ( )pε 既与液体中准粒子的分布有关，也是分布函数 ( )f p 的泛函.

习题 8.2 曾得到处在平衡状态的理想费米气体的熵的表达式

( ) ( ) ( ) ( ){ }ln 1 ln 1 d ,S kV f p f p f p f p ω= − + − −⎡ ⎤ ⎡ ⎤⎣ ⎦ ⎣ ⎦∫ （6）

式中的两项可以分别理解为由于粒子具有分布 ( )f p 和空穴具有分布 ( )1 f p−

所导致的熵. 式（6）不仅适用于平衡态，也适用于非平衡态. 如果 ( )f p 是某

非平衡态下粒子的分布，相应的熵也由式（6）表达. 在总粒子数、总能量和

体积给定的情形下，平衡态的分布（费米分布）使式（6）的熵取最大值.

根据前述朗道的假设，费米液体的准粒子与理想费米气体的粒子存在一

一对应的关系. 将式（6）中的 ( )f p 理解为费米液体中准粒子的分布，费米液

体的熵亦可由式（6）表达. 在总粒子数、总能量和体积给定的情形下，平衡

态的分布使式（6）的熵取最大值. 可以证明，平衡态的分布具有下述形式：

( ) ( )
1 .

e 1
p
kT

f p ε µ−=

+

（7）

这是平衡态下费米液体中准粒子的分布函数，
1

kT
和

kT
µ
是拉氏乘子. 显然，T

和µ分别是费米液体的温度和化学势. 需要强调，虽然式（7）形式上与费米

分布相似，但由于 ( )pε 是分布函数 ( )f p 的泛函，式（7）实际上是分布函数 ( )f p

的一个复杂的隐函数表达式.

以 ( ) ( ) ( ) ( )0 0,f p pε 和 ( )0µ 分别表示 0 K时的分布函数、准粒子能量和化学

势. 由式（7）可知， ( ) ( )0f p 是一个阶跃函数：

( ) ( )
( ) ( ) ( )
( ) ( ) ( )

0
0

0

1, 0 ;

0, 0 .

p
f p

p

ε µ

ε µ

⎧ ≤⎪= ⎨
>⎪⎩

（8）

上式给出 0 K时费米液体准粒子的动量分布，与前述的图像一致.

在接近 0 K 的低温下，分布函数应与阶跃分布 ( ) ( )0f p 接近. 作为一级近

似，可以用 ( ) ( )0f p 近似地确定准粒子的能量 ( ).pε 这意味着 ( )pε 简单地成为 p

的确定的函数 ( ) ( )0 .pε 对于 Fp p≈ 的动量值，可以将函数 ( ) ( )0 pε 按 Fp p− 作泰勒

展开，即

( ) ( ) ( ) ( )0
F F0 ,p υ p pε µ− = − （9）

其中
( ) ( )

F

0

F

p

p
υ

p
ε⎡ ⎤∂

= ⎢ ⎥
∂⎢ ⎥⎣ ⎦

（10）
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是准粒子在费米面的速度. 对于理想费米气体，有

( )
2

F
F, .

2
ppp υ

m m
ε = =

可以类似地引入准粒子有效质量 *m 的概念，定义

* F

F

,pm
υ

= （11）

并将 ( )0µ 和 F~p p 处的 ( ) ( )0 pε 简单地记为

( )
2
F
*0 ,

2
p
m

µ = （12）

( ) ( ) ( )
2

0
F* .

2
pp p p
m

ε = ≈ （13）

如§8.5所述，仅费米面附近的电子对理想费米气体的低温热容量有贡献，

其表达式为（式（8.5.19）和（8.5.6））

( ) ( )

2 2

22
2 3

π π .
2 0 3π

VC kT mkT
Nk nµ

= =
ℏ

（14）

根据费米液体与理想费米气体的相似性，可以直接写出低温下费米液体的热

容量为

( ) ( )

2 2 *

22
2 3

π π ,
2 0 3π

VC kT m kT
Nk nµ

= =
ℏ

（15）

其中 *m 是费米液体准粒子的有效质量. 将题中所给液 3He的实测数据代入，注

意 3He的质量密度 nmρ = （m 是 3He原子的质量），可得 3He准粒子的有效质量

约为

* 3 .m m≈ （16）

关于朗道费米液体理论，可参看《量子统计物理学》（北京大学编写组）§5.5
和 Lifshitz, Pitaevskii. Statistical PhysicsⅡ. §1, §2.
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补充题 1 写出二维空间中平衡辐射的普朗克公式，并据此求平均总光子

数、内能和辐射通量密度.

解: 根据（6.2.14），二维空间中在面积 A 内，在 xp 到 d ,x x yp p p+ 到 dy yp p+

的动量范围内，光子可能的量子态数为

2

2 d d
.x yA p p

h
（1）

换到平面极坐标，并对辐角积分，可得在面积 A 内，动量大小在 p 到 dp p+ 范

围内，光子的量子态数为

2

4π d .A p p
h

（2）

再利用光子的能量动量关系 cpε = 和能量频率关系ε ω= ℏ ，可得二维空间中在

面积 A 内，在ω到 dω ω+ 的频率范围内的光子的量子态数为

( ) 2d d .AD
c

ω ω ω ω
π

= （3）

根据玻色分布和式（3），可得温度为 T 时二维平衡辐射在面积 A 内，在ω

到 dω ω+ 的频率范围内的光子数为

( ) 2, d d .
π e 1
AN T
c β ω

ω
ω ω ω=

−ℏ （4）

对频率积分，得温度为 T 时二维平衡辐射击的总光子数为

( ) ( )
0

2 0

2

2 0

, d

d
π e 1

1 d
π e 1x

N T N T

A
c
A x x
c

β ω

ω ω

ω
ω

β

+∞

+∞

+∞

=

=
−

⎛ ⎞
= ⎜ ⎟ −⎝ ⎠

∫

∫

∫

ℏ

ℏ

2 2
2 2

π .
6

A k T
c

=
ℏ

（5）

温度为 T 时在面积 A 内，在ω到 dω ω+ 的频率范围内，二维平衡辐射的能

量为

( )
2

2, d d .
π e 1
Au T
c β ω

ω
ω ω ω=

−ℏ
ℏ

（6）

这是二维平衡辐射的普朗克公式. 对频率积分，得温度为 T 时二维辐射场的

内能为
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( )
2

2 0

3 2

2 0

d
π e 1

1 d
π e 1x

Au T
c

A x x
c

β ω

ω
ω

β

+∞

+∞

=
−

⎛ ⎞
= ⎜ ⎟ −⎝ ⎠

∫

∫

ℏ
ℏ

ℏ
ℏ

3 3
2 2

2.404 .
π

A k T
c

=
ℏ

（7）

参照式（2.6.7）或 8.11题，可得二维辐射场的辐射通量密度 uJ 与内能密

度的关系为

3 3
2 2

1.202 .
2 πu
cJ u k T

cπ
= =

ℏ
（8）

应当说明，随着人工微结构材料研究的进展，目前已有可能研制出低维

的光学微腔.（参阅 E. Yablonovitch. Jour. Mod·Opt. 1994,41（173）. 章蓓. 光

学微腔. 见：介观物理. 北京：北京大学出版社，1995.276）. 不过光学微腔

中辐射场的模式分布与（3）所表达的自由空间中的模式分布是不同的.

补充题 2 金属中的自由电子在外磁场下显示微弱的顺磁性. 这是泡利

（Pauli）根据费米分布首先从理论上预言的，称为泡利顺磁性. 试根据费米

分布导出 0K金属中自由电子的磁化率.

解: §7.8和习题 7.27讨论的顺磁性固体，其顺磁性来自磁性离子的磁矩

在外磁场作用下的取向. 离子磁矩是其不满壳层的束缚电子的轨道磁矩与自

旋磁矩之和，磁性离子是定域的，遵从玻耳兹曼分布。泡利顺磁性来自金属

中自由电子的自旋磁矩在外磁场作用下的取向，电子是高度简并的，遵从费

米分布，受泡利不相容原理约束. 因此两者显示很不相同的特性.

电子自旋磁矩大小等于玻尔磁子 B.µ 在外磁场 B 作用下，磁矩可以平行

或反平行于外磁场 B. 磁矩平行于外磁场的电子，其能量为

2

B .
2
p B
m

ε µ= − （1）

磁矩反平行于外磁场的电子，能量为

2

B .
2
p B
m

ε µ= + （2）

处在外磁场中的电子，其动量仍然是守恒量. 单位体积内两种磁矩取向
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的电子，在 p 到 dp p+ 动量范围内的状态数均为
2

3

4π dp p
h

，将式（1）和（2）代

入，得单位体积内两种磁矩取向的电子在能量 ε 到 dε ε+ 范围内的状态数分别

为

( ) ( ) ( )
3 1
2 2

B3

2πd 2 dD m B
h

ε ε ε µ ε+ = + （3）

和

( ) ( ) ( )
3 1
2 2

B3

2πd 2 d .D m B
h

ε ε ε µ ε− = − （4）

下图以ε 为纵坐标， ( )D ε+ 和 ( )D ε− 为横坐标，画出了不存在外磁场（图（a））

和存在外磁场（图（b），（c））的的情形下状态密度随ε 的变化.

0 K下电子层可能占据能量最低的状态. 不存在外磁场时，两种磁矩取向

的电子能量是相同的，电子的分布将如图（a）所示. 加入外磁场后，如果电

子的占据情况不变，电子的分布将如图（b）所示. 但是这种分布不是平衡状

态.由于达到平衡后电子尽可能占据最低能态，原来磁矩逆磁场取向的部分电

子将改变其磁矩取向，使分布如图（c）所示. 在图（c）的分布中两种磁矩

取向的电子具有相同的最大能量.这最大能量就是处在外磁场中电子气体的

费米能量. 后面的数值估计指出 ( )B 0 .Bµ µ<< 因此外磁场对费米能量的影响很

小，可以忽略. 图（c）的分布显示，有更多的电子磁矩顺外磁场方向，使金

属表现出顺磁性. 磁化强度µ（单位体积的磁矩）可以估计如下：磁矩取向发

生改变的电子数为 ( )B
1 0 .
2

B Dµ µ× ⎡ ⎤⎣ ⎦ 其中每个电子磁矩的改变为 B2 .µ 因此金属

的磁化强度为

( )2
B 0 .M BDµ µ= ⎡ ⎤⎣ ⎦ （5）
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式中 ( ) ( ) ( )
13
22

3

4π0 2 0 .D m
h

µ µ=⎡ ⎤⎣ ⎦ 上式可改写为

( )
B

B
3 .
2 0

BM n µ
µ

µ
= ⋅ （6）

对于 ( )4 23
B1T 10 G , ~ 10 JB Bµ −= ，而 ( ) 180 ~10 Jµ − ，所以

( )
5B ~10 .

0
Bµ

µ
−

由此可知，泡利顺磁性很弱，这是泡利不相容原理的结果. 与顺磁性固体中

所有磁性离子对顺磁性都有贡献不同，由于泡利不相容原理的限制，仅费米

面附近宽度为 BBµ 范围内的电子在外磁场作用下分布发生改变，对金属的顺磁

性作出贡献.

以 0χ 表示 0 K下金属中自由电子气体的磁化率. 由式（6）知

2
B

0
3
2 (0)

nµ
χ

µ
= （7）

由于一般温度下金属中电子气体的分布与 0 K时差异很小，金属泡利顺

磁性的磁化率对温度只有很微弱的依赖关系.

补充题 3 金属中的自由电子可以近似看作处在一个恒定势阱中的自由

粒子.下图示意地表示 0K时处在势阱中的电子. χ表示势阱的深度,它等于将

处在最低能级 0ε = 的电子移到金属外所需的最小功. (0)µ 表示 0K时电子气体

的化学势.如果将处在费米能级 (0)ε µ= 的电子移到金属外,所需的最小功为

(0)W χ µ= −

W 称为功函数.W 的大小视不同金属而异,一般是电子伏的量级.高温下处在

费米分布中高能量的电子有可能从金属表面逸出.试证明,单位时间内通过金

属的单位面积发射的热电流密度为
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2e
w

kTJ AT
−

=

上式称为理查孙(Richardson)公式.

解: 费米分布给出,单位体积内,动量在d d dx y zp p p 范围内的电子数为

1 2 2 2[ ( ) ]
2

3

d d d2d
e 1

p d p d px y zm

x y zp p p
n

h µβ −
=

+
(1)

单位时间内,碰到法线沿 z轴的金属表面的单位面积上,动量在d d dx y zp p p 范

围内电子数为

1 2 2 2[ ( ) ]
2

3

d d d2d
e 1

p d p d px y zm

z x y z
z

υ p p p
υ n

h µβ −
=

+
(2)

将上式改写为

1 2 2[ ( ) ]
2

3

d d d2d
e 1

p px y zm

x y z z
z

p p p
υ n

h ε µβ

ε
+ + −

=
+

(3)

其中
2

2
z

z
p
m

ε = 是电子在 z方向的平动能量.电子要摆脱金属的束缚发射到体

外，它在垂直于表面的方向上具有的动能必须大于χ ,即

zε χ> (4)

将式(3)乘发电子的电荷-e,积分即得单位时间内通过金属表面单位面积

发射的热电流为

3
2 2

3

d2( ) d d 1e [ ( ) ] 1
2

2( ) d d ln(1 e )

z
x y

x
x y z

x y

J e p p
h p p

m
e kT p p
h

β

θ

ε

ε µ

+∞
+∞ +∞

−∞ −∞

+∞ +∞ −

−∞ −∞

= −
+ + − +

−
= −

∫ ∫ ∫

∫ ∫

(5)

其中

2 21 1[ ( )]
2 x yW p p

kT m
θ = + + (6)

上式已考虑到 ( ) (0)Tµ µ与 相差很小,而令 ( )T Wχ µ− ≈ .一般情形下 1θ ≫ .可

以令

ln(1 e ) eθ θ− −+ ≈

而有
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2 21 ( )
2

3

2
3

2 ( ) e d d

2π ( )

x y
w p p x ykT mkT

W
kT

kT eJ e p p
h
me kT e

h

−
−+∞

−∞

−

−
=

= −

∫ ∫
(7)

由于 W 是电子伏的量级,要在高温(例如 310 K )才有可观的热发射电子.

补充题 4 在高纯度的半导体中电子的能量本征值形成图所示的能带结

构.0K时价带中的状态完全被电子占据.而导带中的状态则完全未被占据.价

带与导带之间有能量为 ge 的能隙,称为禁带,其中不存在电子的可能状态.0K
下具有这种能带结构的晶体形成绝缘体.在较高温度下,价带中有些电子因热

激发会跃迁到导带,而在价带留下空穴.跃迁到导带的电子和价带中的空穴都

参与导电,晶体就形成半导体.这样的半导体称为本征半导体.

试证明,温度Ｔ时本征半导体中电子和空穴的浓度 e hn n和 为

g3
22

e h
2

2π2( ) e kTmkTn n
h

ε
−

= =

解: 电子是费米子，遵从费米分布

( )Fe
1 ,

e 1
f β ε ε−=

+
（1）

式中我们将化学势记为 Fε ，称为费米能级，并将能量零点取在价带顶. 在通

常的本征半导体中，禁带宽度 gε 是电子伏的量级. 我们在后面会看到，费米

能级大致在禁带中央，所以一般情形下，条件 F kTε ε− >> 是满足的，于是式（1）

可以近似为
F

e e .kTf
ε ε−

= （2）

假设跃迁到导带中的电子可以看作有效质量为 em 的自由粒子，其状态密度由

式（6.2.17）描述，即单位体积中，能量在ε 到 dε ε+ 间电子的状态数为

( ) ( ) ( )
13
22

e g3

4πd 2 d .D m
h

ε ε ε ε ε= − （3）
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导带中电子的浓度（单位体积中的导带电子数）为

( ) ( )
F

g

13
22

e e g3

4π 2 e e dkT kTn m
h

ε ε

ε
ε ε ε

−+∞
= −∫

F g
3
2

e
2

2π2 e .kTm kT
h

ε ε−
⎛ ⎞= ⎜ ⎟
⎝ ⎠

（4）

空穴的分布 hf 可根据下式由电子的分布 ef 得出：

h e1 ,f f= −

即

( )

( )

F

F

h
11

e 1
1

e 1

f β ε ε

β ε ε

−

−

= −
+

=
+

F

e ,kT
ε ε−

≈ （5）

式中的ε 是价带中电子的能量. 由于能量零点取在价带顶，式（5）中的ε 是

负的，必有 F kTε ε− >> ，因而可作式中第二步的近似. 可以想见，从价带跃迁

到导带的电子主要来自价带顶附近，这就是说，空穴也在价带顶附近. 假设

价带顶附近的空穴可以看成有效质量为 hm 的自由粒子，其状态密度亦由式

（6.2.17）描述，即单位体积内能量在ε 到 dε ε+ 间的空穴状态数为

( ) ( ) ( )
3 1
2 2

h3

4πd 2 d .D m
h

ε ε ε ε= − （6）

空穴的浓度则为

( ) ( )

( )

F

F

3 1
2 2

h h3 0

3
2

h3 0

4π 2 e e d

4π 2 e e d

kT kT

kT kT

n m
h

m
h

ε ε

ε ε

ε ε

ε ε

− −∞

′−
− +∞

= −

′ ′=

∫

∫

F
3
2

h
2

2π2 e .kTm kT
h

ε
−⎛ ⎞= ⎜ ⎟

⎝ ⎠
（7）

上式第二步将积分变量作了变换 .ε ε′ = −

如前所述，价带中的空穴是电子从价带跃迁到导带后留下的，二者的浓

度应该相同，即 h e.n n= 利用这一条件可以确定费米能级的数值. 令式（4）与

式（7）相等，即有
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h
F g

e

1 3 ln .
2 4

mkT
m

ε ε= + （8）

如果 e hm m= ，即有

F g
1 .
2

ε ε= （9）

一般来说，费米能级 Fε 与温度有关，但也大致在禁带中央，这证实了前面讨

论中所作的假设. 在式（9）适用的情形下

g
3
2

2
e g 2

2π2 e .kTmkTn n
h

ε
−⎛ ⎞= = ⎜ ⎟

⎝ ⎠
（10）

锗的 g 0.7eVε = ，假设 m 等于电子的质量，由上式可以算得

20 -3
e h 1.6 10 m .n n= = ×

补充题 5 试求低温下金属中自由电子气体巨配分函数的对数，从而求电

子气体的内能、压强和熵.

解: 根据式（8.1.13），自由电子气体巨配分函数的对数可表达为

( )

( ) ( )
13
22

3 0

ln ln 1 e

4π 2 ln 1 e d

l
l

l
Ξ

V m
h

α βε

α βε

ω

ε ε

− −

+∞ − −

= +

= +

∑

∫

( )
3

12
2

3 0

4π 2 ln 1 e d ,a xV m x x
h β

+∞ − −⎛ ⎞
= +⎜ ⎟

⎝ ⎠
∫ （1）

其中第二步用了式（6.2.17），第三步作了变数变换 .xβε =

将上式的积分分为两段：

( ) ( )
3

1 12
2 2

3 0

4π 2ln ln 1 e ln 1 e d .
a a x a x

a

V mΞ x dx x x
h β

− +∞− − − −

−

⎡ ⎤⎛ ⎞
= + + +⎢ ⎥⎜ ⎟

⎝ ⎠ ⎣ ⎦
∫ ∫ （2）

在第一个积分中将对数函数改写为

( ) ( )
( ) ( )
( ) ( )

ln 1 e ln e ln 1 e

ln 1 e

ln 1 e ,

x x x

xx

x

α α α

αα

α

− − − − +

+

−

+ = + +

= − + + +

= − + + + ξ

其中 ( ).xα= − +ξ 在第二个积分中作变数变换 xα= +ξ ，式（2）可改写为

( )
3

32
2

1 23

4π 2 4ln ,
15

V mΞ I I
h

α
β

⎛ ⎞ ⎡ ⎤= − + +⎜ ⎟ ⎢ ⎥⎣ ⎦⎝ ⎠
（3）
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其中

( )( )

( ) ( )

1
2

1 0
1
2

2 0

ln 1 d

ln 1 d .

I e

I e

α
α

α

− −

+∞ −

= + − −

= + − +

∫

∫

，ξ

ξ

ξ ξ

ξ ξ

（4）

在低温 1
kT
µ

α− = >> 的情形下， 1I 和 2I 可近似为

( )( )

( ) ( )

( ) ( )

1
2

1 2 0
11

2
0

1

1
2

2
1

ln 1 d

1
d

1

n
n

n
n

n

I I e

e
n

n

α

α

α

+∞ −

−∞+∞

=

∞

=

≈ ≈ + −

−
= −

−
= −

∫

∑∫

∑

ξ

ξ

ξ

ξ

( )
2 1

2
π .
12

α= − （5）

于是

( )
3

252
2

3 2

16π 2 5πln 1 .
15 8

V m
h

Ξ α
β α

⎛ ⎞⎛ ⎞
= − +⎜ ⎟⎜ ⎟

⎝ ⎠ ⎝ ⎠
（6）

根据费米统计中热力学量的统计表达式（见§8.1）可得

( )
3

232
2

3 2

8π 2 πln 1 ,
3 8

V mN
h

Ξ α
α β α

⎛ ⎞⎛ ⎞∂
= − = − +⎜ ⎟⎜ ⎟∂ ⎝ ⎠ ⎝ ⎠

（7）

3ln ln ,
2

U Ξ Ξ
β β
∂

= − =
∂

（8）

1 1ln ln ,p
V V

Ξ Ξ
β β

∂
= =

∂
（9）

ln ln lnS k Ξ α Ξ β Ξ
α β

⎛ ⎞∂ ∂
= − −⎜ ⎟∂ ∂⎝ ⎠

5 ln .
2

k NΞ α⎛ ⎞= +⎜ ⎟
⎝ ⎠

（10）

由于在低温下 1
kT
µ

α− = >> ，作为第一级近似可以略去式（7）中的第二项

而有
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( )
3

32
2

3

8π 2 ,
3

V mN
h

α
β

⎛ ⎞
= −⎜ ⎟

⎝ ⎠

即

( )
2

2 32 0
3π .

2
N

m V kT
µ

α β⎛ ⎞− = =⎜ ⎟
⎝ ⎠

ℏ
（11）

计及式（7）的第二项，可将式（7）改写为
22

2 2 332
2

2
2 232

2

π3π 1
2 8

π3π 1 .
2 12

N
m V

N
m V

α β
α

β
α

−
⎛ ⎞⎛ ⎞− = +⎜ ⎟⎜ ⎟

⎝ ⎠ ⎝ ⎠

⎛ ⎞⎛ ⎞= −⎜ ⎟⎜ ⎟
⎝ ⎠ ⎝ ⎠

ℏ

ℏ

再将上式中第二项的 α− 用第一级近似代入，得

( )
( )

220 π1
12 0

kT
kT
µ

α
µ

⎧ ⎫⎡ ⎤⎪ ⎪− = −⎨ ⎬⎢ ⎥
⎣ ⎦⎪ ⎪⎩ ⎭

， （12）

或

( ) ( )

22π0 1 .
12 0

kTµ µ
µ

⎧ ⎫⎡ ⎤⎪ ⎪= −⎨ ⎬⎢ ⎥
⎣ ⎦⎪ ⎪⎩ ⎭

（13）

式（13）与式（8.5.17）一致.

用式（7）除式（6），并将式（12）代入可将 lnΞ 表示为 ( ), , 0N T µ 的函数：

( )
( ) ( )

2 22 202 π πln 1 1
5 12 0 2 0

kT kTN
kT
µ

Ξ
µ µ

⎧ ⎫⎧ ⎫⎡ ⎤ ⎡ ⎤⎪ ⎪⎪ ⎪= − +⎨ ⎬⎨ ⎬⎢ ⎥ ⎢ ⎥
⎣ ⎦ ⎣ ⎦⎪ ⎪⎪ ⎪⎩ ⎭⎩ ⎭

( )
( )

2202 5π1 ,
3 12 0

kTN
kT
µ

µ

⎧ ⎫⎡ ⎤⎪ ⎪= +⎨ ⎬⎢ ⎥
⎣ ⎦⎪ ⎪⎩ ⎭

（14）

代回式（8），（9），（10）即得

( ) ( )

223 5π0 1 ,
5 12 0

kTU Nµ
µ

⎧ ⎫⎡ ⎤⎪ ⎪= +⎨ ⎬⎢ ⎥
⎣ ⎦⎪ ⎪⎩ ⎭

（15）

( ) ( )

222 5π0 1 ,
5 12 0

kTp nµ
µ

⎧ ⎫⎡ ⎤⎪ ⎪= +⎨ ⎬⎢ ⎥
⎣ ⎦⎪ ⎪⎩ ⎭

（16）

( )
2π .
2 0

kTS Nk
µ

= （17）

上述结果分别与式（8.5.18），习题 7.1 式（4）和习题 7.17式（3）一致.
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